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ÅÆ ÇÈ ÉÊËË ÌÍÎÉÍ ÆÏÐÆ ÇÍÑÎÒ Ê ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÈ ÒÎÓÊ Ê×ÆÊÍÈÇØÊ ÇÍ ÙÊÈÆÊÓÍ ÚÖÓÎÛÊ
ÆÏÐÍ ÇÍ ÆÏÊ ÜÝ Þ ÝÇÍÑÊ ÆÏÊ ÔÊÒ ÐÍÔ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍ ÔÊÒÎÑÓÐÑÇÊÈ ÇÈ ÎßÆÊÍ ÆÏÎÖàÏÆ
ÆÎ ÇÍÑÓÊÐÈÊ É ÇÆÏ ÇÍÑÎÒ Ê ÇÍÊáÖÐËÇÆâã ÐÍÔ ÈÇÍÑÊ ÆÏÊ ÜÝ ÇÍÑÎÒÊ ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÈ Ò ÎÓÊ
ÖÍÊáÖÐË ã ÆÏ ÇÈ ÇÈ Û ÊÓÑÊÇØÊÔ ÐÈ ÈÎÒ ÊÆÏÇÍà Îß Ð ÛÖääËÊ Þ åÊÓÏÐÛÈ ÊØÊÍ ÒÎÓÊ ÈÆÓÇÌ ÇÍà ã
ËÎÎÌÇÍà ÐÆ ÆÏÊ ÔÊØÊËÎÛÒÊÍÆ ÎØÊÓ ÆÇÒ Ê ã ÇÈ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ ÊÐÓÍÇÍàÈ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÇÍ
ÆÏÊ ÜÝ ã ÐÈ ÉÊËË ÐÈ ÇÍ ÚÖÓÎÛÊ ã ÑÎÇÍÑÇÔÊÈ É ÇÆÏ ÆÐ× ÓÊØÎËÆÈ ÐÍÔ ÓÊÆÓÊÐÆÈ ÇÍ ÉÊËßÐÓÊ ÈÆÐÆÊ
ÐÒÕÇÆÇÎÍÈ Þ

ÚÑÎÍÎÒ ÇÑ ÆÏÊÎÓâ ÑËÊÐÓËâ ËÊÍÔÈ ÈÎÒ Ê ÈÖÛÛÎÓÆ ÆÎ ÆÏÊ ÇÔÊÐ ÆÏÐÆ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ
ÆÏÊ ÔÊÒ ÐÍÔ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ æÎÉÊØÊÓ ã ÆÏÊÓÊ ÐÓÊ ÔÇçÊÓÊÍÆ ÌÇÍÔÈ Îß ÇÍÊáÖÐËÇÆâã ÈÖÑÏ ÐÈ
ÇÍÊáÖÐËÇÆâ Õ ÊÆÉÊÊÍ àÓÎÖÛÈ ÇÍ ÈÎÑÇÊÆâã ÐÍÔ ØÐÓÇÐÆÇÎÍÈ ÇÍ ÊÐÓÍÇÍàÈ ÎØÊÓ ÆÏÊ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË èÈ
ËÇßÊéÑâÑËÊ ã ÐÍÔ ÆÏÊÈÊ Ò Ðâ ÏÐØÊ ÔÇçÊÓÊÍÆ ÊçÊÑÆÈ ÎÍ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þê ÝÎÒÊ
ÆâÛÊÈ Îß ÇÍÊáÖÐËÇÆâ Ò Ðâ ÊØÊÍ ËÊÐÔ ÆÎ ËÊÈÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ ëÎÓ Ê×ÐÒÛËÊ ã ÇÍ Ð Ò ÊÔÇÐÍ
ØÎÆÊÓ ÒÎÔÊË ã ÐÍ ÇÍìÎÉ Îß ÛÎÎÓ ÇÒÒ ÇàÓÐÍÆÈ Ò Ðâ âÇÊËÔ ÆÏÇÈ ÓÊÈÖËÆ Çß ÆÏÊÇÓ ÇÍÑÎÒ ÊÈ ÐÓÊ
ÈÖí ÑÇÊÍÆËâ ËÎÉ ÆÎ ÓÊÔÖÑÊ ÆÏÊ Ò ÊÐÍ ÇÍÑÎÒÊ ÒÎÓÊ ÆÏÐÍ ÆÏÊ Ò ÊÔÇÐÍ Þ îÝÊÊ ïÐäÇÍ ã ÝÐÔÌÐ
ð ÝÉÐàÊË ã ñòòñó Þ ÝÇÒ ÇËÐÓËâã Ï ÇàÏ ÊÐÓÍÇÍàÈ ÒÎÕÇËÇÆâã îÇ ÞÊ Þã ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÎØÊÓ ÆÏÊ ËÇßÊéÑâÑËÊó
Ò Ðâ ÓÊÔÖÑÊ Ð ßÎÓÉÐÓÔéËÎÎÌÇÍà ØÎÆÊÓ èÈ ÊÍÆÏÖÈÇÐÈÒ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ã ÐÍ ÇÔÊÐ ÉÏÇÑÏ ÐËÈÎ
ÏÐÈ ÈÎÒ Ê ÈÖÛÛÎÓÆ ÇÍ ÔÐÆÐ Þ îÝÊÊ ã Ê Þà Þã ôõÍÐÕÎÖ ð öÌ ã ñòò ¡ã ÷ ËÊÈÇÍÐ ð øÐ ëÊÓÓÐÓÐ ã
ñòò¡ã ÐÍÔ ïÐÇÍÊÓ ð ÝÇÊÔËÊÓ ã ñòòù Þó

ÅÍ ÆÏÇÈ ÛÐÛÊÓ ÉÊ Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ Îß ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ¦£ ÒÎÕÇËÇÆâ ÇÍ Ð ÒÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ
ßÓÐÒ ÊÉÎÓÌ ÉÏÊÓÊ ÉÊ ÐËËÎÉ ßÎÓ µ©³¨ ÇÍÑÎÒÊ ÔÇçÊÓÊÍÑÊÈ Õ ÊÆÉÊÊÍ àÓÎÖÛÈ ÐÍÔ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË
ÇÍÑÎÒÊ ÔÊØÊËÎÛÒÊÍÆ ÎØÊÓ ÆÇÒ Ê Þú ÙÊ Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÔÇçÊÓÊÍÆ ÐÈÛ ÊÑÆÈ Îß ÇÍÊáÖÐËÇÆâã ÇÍÑËÖÔÇÍà

û���s üpqt�zu ý�p{rþ rÿ �s{s �u | zu� �rqs�pus � ���s �pqv�u� �zs � rru z{{q���{rv {p � �us{puo��qw���� ��{ zs � zq� ���qr� tp�u{rv p�{ {p �s sr�rqz� rzq��rq �rqs�pus � �{� p{�rq sp�qwrs rÿ �s{ ���pq z �qpzv v�sw�ss�pu p} �urý�z��{� zuv �{s vr�r�pt| ru{ p�rq {�| r �u v� rqru{ wp�u{q�rs � srr�p{{sw�z�� � �|rrv�u� ������ ��opuwrqu�u� �urý�z��{�� {�rqr �s sp| r z|���� �{� z�p�{ {�r r rw{s pu qrv�s{q���{�pu �u z |r�v�zu �p{rq |pvr� � {�z{ vrt ruvs pu �p� �urý�z��{� �s |rzs�qrv � �pq �us{zuwr � {�rqr �s up zttzqru{wpqqrstpuvruwr �r{�rru {�r � �u ��wpr� w�ru{ � zuv {�r s�ttpq{ }pq qrv�s{q���{�pu �
ñ



ÆÏÊ ÑÎÒÛÐÓÇÈÎÍ Îß ÑÖÓÓÊÍÆ Ò ÊÐÍ ÐÍÔ ÒÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒ Ê ÖÈÊÔ ÇÍ ÆÏÊ ÕÐÈÇÑ Ò ÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ
ÒÎÔÊË Þ ÙÊ 	ÍÔ ÆÏÐÆ ã ÇÍ ÆÏÊ ÛÓÊÈÊÍÑÊ Îß Ò ÎÕÇËÇÆâã ÆÏ ÇÈ ÑÎÒÛÐÓÇÈÎÍ ÈÐâÈ ØÊÓâ ËÇÆÆËÊ ÐÕÎÖÆ
ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇØÊ ÛÎËÇÑÇÊÈ Þ 
 ÊÐÈÖÓÊÈ Îß ÇÍÊáÖÐËÇÆâ Õ ÊÆÉÊÊÍ àÓÎÖÛÈ ã ÈÖÑÏ ÐÈ
ÆÏÊ ÔÇçÊÓÊÍÑÊ ÇÍ Ò ÊÐÍ ÇÍÑÎÒ Ê ÕÊÆÉÊÊÍ ÆÏÎÈÊ É ÇÆÏ ÏÇàÏ ÐÍÔ ËÎÉ ÊÔÖÑÐÆÇÎÍ ÓÊÈÛ ÊÑÆÇØÊËâã
ÐÓÊ ÒÎÓÊ ÇÍßÎÓÒ ÐÆÇØÊ Þ 
 ÎÓÊÎØÊÓ ã ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ Îß ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ ÇÍÑÎÒ Ê ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÓÊ ÍÎÆ
ÖÍÇßÎÓÒ ÕÖÆ ÔÊÛÊÍÔ ÎÍ ÇÍ ÉÏÇÑÏ àÓÎÖÛ ÆÏÊâ ÆÐÌÊ ÛËÐÑÊ Þ �ÏÊÈÊ ÐÓÊ ÈÎÒ Ê Îß ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ
Ê×ÐÒ ÇÍÊÔ ÇÍ ÎÖÓ ÒÎÔÊË ã ÉÏÇÑÏ ÛÎÇÍÆ ÆÎ ÆÏÊ ßÓÖÇÆßÖ ËÍÊÈÈ Îß Ê×ÐÒ ÇÍÇÍà ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÐÍÔ
ÒÎÕÇËÇÆâ ÈÇÒÖËÆÐÍÊÎÖÈËâÞ �ÊÆ ã ÎÖÓ ÐÍÐËâÈÇÈ ÓÊÒ ÐÇÍÈ ÈÇÒÛËÊ ÊÍÎÖàÏ ÆÎ ÐËËÎÉ ØÐÓÇÎÖÈ
Ê×ÆÊÍÈÇÎÍÈ ã ÑÎØÊÓÇÍà Ê Þà Þ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÐÍÔ ÕÐÕâéÕÎÎÒ È Þ 
 ÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÔÇçÊÓ
ÐÑÓÎÈÈ ÑÎÖÍÆÓÇÊÈ ÐÍÔ ÎØÊÓ ÆÇÒ Ê ÐÍÔ Ò Ðâ ÏÊËÛ ÆÎ Ê×ÛËÐÇÍ ÔÇçÊÓÊÍÑÊÈ ÐÍÔ ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ
ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇØÊ ÛÎËÇÑÇÊÈ Þ

ïÊàÐÓÔÇÍà ÆÏÊ ÇÍìÖÊÍÑÊ Îß ÇÍÑÎÒÊ ÒÎÕÇËÇÆâ ÎÍ ÇÍÑÎÒ Ê ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ã ÈÊØÊÓÐË ÐÖé
ÆÏÎÓÈ ÍÎÆÊ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÔÇçÊÓÊÍÑÊÈ ÇÍ ÇÍÑÎÒ Ê ÒÎÕÇËÇÆâ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÆÏÊ ÜÝ ÐÍÔ ÚÖÓÎÛÊ ÈÊÊÒ
ÈÒÐËË ã Ê Þà Þ ÆÏÊ ÛÓÎÕÐÕÇËÇÆÇÊÈ Îß Ò ÎØÇÍà ßÓÎÒ ÎÍÊ ÇÍÑÎÒÊ áÖÇÍÆÇËÊ ã ÎÓ ÔÊÑÇËÊ ã ÆÎ ÐÍÎÆÏÊÓ
ÐÓÊ ÓÊÒ ÐÓÌÐÕËâ ÈÇÒ ÇËÐÓ Þ� æÎÉÊØÊÓ ã ÆÓÐÍÈÇÆÇÎÍ ÛÓÎÕÐÕÇËÇÆÇÊÈ ÔÎ ÍÎÆ ßÖËËâ ÑÐÛÆÖÓÊ ÆÏÊ
ÇÍÑÊÍÆÇØÊÈ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÈÇÍÑÊ ÆÏÊâ ÔÎ ÍÎÆ ÓÊìÊÑÆ ÆÏÊ ·¦´¬ ® Îß ÆÓÐÍÈÇÆÇÎÍÈ � Ð ØÐËÖÊ
ÆÏÐÆ ÇÈ ÎßÆÊÍ ¥¬¸¨ ÏÇàÏÊÓ ÇÍ ÆÏÊ ÜÝ ÆÏÐÍ ÇÍ ÚÖÓÎÛÊ Þ�

öÆÏÊÓ Ê×ÛËÐÍÐÆÇÎÍÈ ßÎÓ ÔÇçÊÓÊÍÑÊÈ ÇÍ ÇÍÑÎÒÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÑÎÖÍÆÓÇÊÈ ÇÍé
��r{�qus {p rÿtrq�ruwr | z� �r s�ztrv �� {rw�up�p��wz� w�zu�rs � �pq �us{zuwr � ur� o�o |zw��u�rq� pq �u{r�qz{rv zwwp�u{�u� zuv ��s�urss | zuz�r| ru{ sp}{�zqr | z� �uwqrzsr {�r qr{�qu {p rÿtrq��ruwr }pq �����s����rv �pq�rqs ����r qrv�w�u� �{ }pq �p��s����rv � � �ru ��| zu wzt�{z� �s {rw�up�p���st rw��w � ur� {rw�up�p��rs | z� �|t�� s{rrt rq z�r�rzqu�u�s tqp� �rs �o�zq� � �ptru�z�u � ��� �� zuv��p|tspu � ����� � ��w� w�zu�rs wzu z�sp z rw{ �uwp| r v� rqruwrs � r{�rru �qp�ts � r �� � {rw�up�p��wz�w�zu�r | z� �r s���� � �zsrv � ��rr �rq| zu � �p�uv � � q���w�rs � ���� � zuv � qrsuz�zu � ���� ���z�r tp��w�rs zuv �z�pq | zq�r{ �us{�{�{�pus v� rq zwqpss wp�u{q�rs zuv wzu z rw{ �uwp| r v� rqruwrs� r{�rru �qp�ts �srr �pq{�u � �r| �r�ÿ � ����� zs �r�� zs z�r�rzqu�u�s tqp� �rs � ��rqr zqr wpus�vrq�z� �r wp�u{q� v� rqruwrs �u � �{��u��qp�t �z�r vr�r�pt|ru{ � �rr � r �� �� ozqv � �r| �r�ÿ ���� �� zuv

� q�ur��p � op| � ������ � �pq rÿz|t�r � {�r tp��w�rs p} �z�r�wp|tqrss�pu �u ��rvru �z�r {ruvrv {p�z{{ru z�r�rzqu�u�s tqp� �rs � ����r {�r s�s{r| p} wp|tzu� {qz�u�u� �u �ztzu | z� �z�r wz�srv s{rrt rqz�r�rzqu �u�s tqp� �rs �� �r�| zq�ru � ���� � zuv �zs��| p{p � �z�s�zu � ����� ���rr r �� � ��uz�p� ����� � zuv � �rs�uz � � �zrsrq � �zwrqvp{r ���� �� � � z�rq�r r{ z� � ������ �uv {�z{{�r qr�z{��r qrv�w{�pu �u �urý�z��{� �� �u �� }qp| rÿ{ruv�u� {�r zwwp�u{�u� t rq�pv �s z�sp �rq� s�| ��zq ���u �~oy ����� � s{�v� qr�rz�s {�z{ �} | p����{� �s |rzs�qrv �u {rq| s p} | rv�zu�tqptpq{�pusrzqu �u�s �zuvs � z |rzs�qr {z��u� z�sp��{r rzqu�u�s v� rqruwrs �u{p zwwp�u{ � {�r �� �zs wpus�vrqz� ������rq rzqu �u�s |p����{� {�zu {�r sr�ru ~�qptrzu wp�u{q�rs �uw��vrv �u {�r s{�v�� �up{�rq �uv�wz{�pu{�z{ {�r �� rzqu�u�s v�s{q���{�pu �s | pqr v�st rqsrv �s {�z{ � �u ���� � z {qzus�{�pu }qp| {�r �qs{ {p{�r {ru{� � ��r�wp��zq �z�r vrw��r �|t��rv zu �uwp|r �uwqrzsr p} zttqpÿ �| z{r�� �� trqwru{ �u ��rvru �
��� trqwru{ �u {�r �� � zuv ��� trqwru{ �u {�r �� �����s � �pw��u� � ���� � �

 



ÑËÖÔÊ ã Ê Þà Þã ôõÍÐÕÎÖ !ñòòò" ÉÏÎ ÛÓÊÈÊÍÆÈ Ð ÒÎÔÊË ÕÐÈÊÔ ÎÍ ÇÍÑÎÒÛËÊÆÊ ÇÍÈÖÓÐÍÑÊ
Ò ÐÓÌÊÆÈ ÐÍÔ ÉÊÐËÆÏéÕÇÐÈ ÇÍ ØÎÆÇÍà ÛÐÓÆÇÑÇÛÐÆÇÎÍ Þ Ú×ÛËÐÍÐÆÇÎÍÈ ÓÊËÐÆÇÍà ÆÎ ÈÎÑÇÐË Õ Êé
ËÇÊßÈ ÐÕÎÖÆ ÆÏÊ ßÐÇÓÍÊÈÈ Îß Ò ÐÓÌÊÆ ÎÖÆÑÎÒ ÊÈ î÷ ËÊÈÇÍÐ ð ÷ÍàÊËÊÆÎÈ ã ñòò#ó ã ÐÍÔ ÆÓÐÔÊ
ÐÍÔ ÆÏÊ ÇÍÈÖÓÐÍÑÊ ßÖÍÑÆÇÎÍ Îß Ð ËÐÓàÊ ÛÖÕËÇÑ ÈÊÑÆÎÓ î$ÐÒÊÓÎÍ ã ¡%&ù ã ÐÍÔ ïÎÔÓÇÌ ã
¡%%ùó ã ÏÐØÊ ÐËÈÎ Õ ÊÊÍ ÛÓÎÛÎÈÊÔ Þ ÷ ËÊÈÇÍÐ ÊÆ ÐË Þ !ñòò ¡" ÊØÐËÖÐÆÊ ÈÊØÊÓÐË Ê×ÛËÐÍÐÆÇÎÍÈ
ßÎÓ ÆÏÊ ÜÝ�ÚÖÓÎÛ Ê ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÛÖääËÊ ÐÍÔ ÑÎÍÑËÖÔÊ ÆÏÐÆ ÓÐÑÇÐË ßÓÐàÒ ÊÍÆÐÆÇÎÍ Ò Ðâ
ÕÊ ÐÒÎÍàÈÆ ÆÏÊ ÒÎÈÆ ÇÒ ÛÎÓÆÐÍÆ ÓÊÐÈÎÍÈ ßÎÓ ÉÏâ ÆÏÊÓÊ ÇÈ ËÊÈÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍ ÆÏÊ
ÜÝ Þ 
 ÎÓÊÎØÊÓ ã ' ËÐÊÈÊÓ ð ÷ ËÊÈÇÍÐ !ñòò(" ã ÇÔÊÍÆÇßâ ÛÓÎÛ ÎÓÆÇÎÍÐË ÓÊÛÓÊÈÊÍÆÐÆÇÎÍ ÐÈ ÐÍ
ÇÒÛÎÓÆÐÍÆ ßÐÑÆÎÓ ÑÎÍÆÓÇÕÖÆÇÍà ÆÎ ÆÏÊ ÓÇÈÊ Îß ÆÏÊ ÉÊËßÐÓÊ ÈÆÐÆÊÈ ÇÍ ÚÖÓÎÛÊ Þ)

öÖÓ ÕÐÈÇÑ Ò ÎÔÊË ÑÎÍÆÐÇÍÈ ÆÉÎ îÊÔÖÑÐÆÇÎÍÐËó àÓÎÖÛÈ Îß ÐàÊÍÆÈ ÆÏÐÆ ÔÇçÊÓ ÕÎÆÏ ÇÍ
ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒ Ê ÐÍÔ ÇÍÑÎÒ Ê ÒÎÕÇËÇÆâÞ ÅÍÑÎÒ Ê ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÈ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊÔ Õâ Ð ÒÐé
* ÎÓÇÆâ ØÎÆÊ ÐÍÔ ÆÐÌÊÈ ÆÏÊ ßÎÓÒ Îß ÛÓÎÛÎÓÆÇÎÍÐË ÆÐ×ÊÈ ÐÍÔ ìÐÆ ÆÓÐÍÈßÊÓÈ Þ ïÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇØÊ
ÑÎÍìÇÑÆ ÑÐÍ ÆÐÌÊ ÛËÐÑÊ ÕÎÆÏ ÕÊÆÉÊÊÍ àÓÎÖÛÈ ÐÍÔ ÕÊÆÉÊÊÍ àÊÍÊÓÐÆÇÎÍÈ Þ ëÎÓ Ê×ÐÒÛËÊ ã
ÎËÔ ËÎÉéÈÌÇËËÊÔ ÉÎÓÌÊÓÈ Ò Ðâ ÊÐÓÍ ÒÎÓÊ ÆÏÐÍ ÆÏÊ ÒÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒ Ê ÐÍÔ ØÎÆÊ ÐàÐÇÍÈÆ ÓÊé
ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÉÏÇËÊ âÎÖÍà ÏÇàÏéÈÌ ÇËËÊÔ ÉÎÓÌÊÓÈ Ò Ðâ ÕÊ ÇÍ ßÐØÎÓ Îß ÇÆ Þ ëÖÓÆÏÊÓÒÎÓÊ ã
ÇÍ ÆÏÊ ÒÎÔÊË ÉÊ ÐÕÈÆÓÐÑÆ ßÓÎÒ ÇÍÑÎÒÊ ÓÇÈÌ+ ã ÆÐÓàÊÆÊÔ ÆÓÐÍÈßÊÓÈ ã ÇÍÆÊÓÊÈÆ àÓÎÖÛÈ ÐÍÔ
ÛÎËÇÆÇÑÇÐÍÈ Þ

�ÏÊ ÒÎÔÊË ÈÏÎÉ È ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ Îß ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÎÍ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊé
ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÐÓÊ ÍÎÆ ÖÍÇßÎÓÒ ÕÖÆ ÔÊÛ ÊÍÔ ÎÍ ÆÏÊ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÐÍÆÈ Îß ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÇÍÊáÖÐËé
ÇÆâÞ æ ÇàÏÊÓ Ò ÎÕÇËÇÆâ ÇÍ ËÎÉéÈÌÇËËÊÔ àÓÎÖÛÈ ÓÊÔÖÑÊÈ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ã ÉÏÇËÊ
ÏÇàÏÊÓ ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÒ ÎÍà ÆÏÊ ÏÇàÏéÈÌ ÇËËÊÔ ÏÐÈ ÆÏÊ ÎÛÛÎÈÇÆÊ ÊçÊÑÆ Þ ÅÍÑÓÊÐÈÊÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ
Õ ÊÆÉÊÊÍ ÊÔÖÑÐÆÇÎÍÐË àÓÎÖÛÈ ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ã ÕÖÆ ÐÍ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ ÆÏÊ ÍÖÒÕÊÓ
Îß ÉÎÓÌÇÍà ÛÎÎÓ ÑÐÍ ËÊÐÔ ÆÎ ËÊÈÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ ÙÊ ÐËÈÎ 	ÍÔ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÑÎÒÛÐÓÇÈÎÍÈ
Õ ÊÆÉÊÊÍ ÆÏÊ ÑÖÓÓÊÍÆ Ò ÊÐÍ ÐÍÔ Ò ÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒÊÈ ÇÍ ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ ÐÓÊ ÖÍÇÍßÎÓÒ ÐÆÇØÊ
ÐÕÎÖÆ ÆÏÊ ÛÎËÇÆÇÑÐË ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ

�ÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇØÊ ÛÎËÇÑÇÊÈ ÐËÈÎ ÔÊÛ ÊÍÔÈ ÎÍ ÆÏÊÇÓ Ê×Û ÊÑÆÊÔ ÔÖÓÐÆÇÎÍ
� ËÎÍà ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔÈ ËÊÐÔ ÆÎ ËÊÈÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍ ÆÏÊ Ò ÎÔÊË Þ ÝÏÎÓÆ Û ÊÓÇÎÔÈ ÑÐÍ

,�rwru{ qrsrzqw� tp�u{s {p {�r �|tpq{zuwr p} �u s{�{�{�pus zs z ��u� � r{�rru �p{rq tqr}rqruwrs zuvtp��w� p�{wp| rs �srr -rqsspu � �z�r���u � � ���� � � �rs�r� � ozsr ������ r|t�zs�.r {�r r|t�q�wz�s�pq{wp| �u�s p} {�r s�|t�r | rv�zu �p{rq |pvr� �/�rv�s{q���{�pu wzu srq�r zs �uwp|r �us�qzuwr zuv {�r vr| zuv }pq {��s srq��wr s�p� �v �uwqrzsr �u�uwp|r q�s� � �p�r�rq � �uwp|r q�s� srr| s ����rq �u {�r �� {�zu �u ~�qptr ���w� vrrt rus {�r t�.. �r �
(



ÇÍÔÖÑÊ 0ÒâÎÛÇÐ1 ÇÍ âÎÖÍà ÏÇàÏéÈÌ ÇËËÊÔ ÐàÊÍÆÈ ã ÉÏÎ ÒÐâ ØÎÆÊ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÊØÊÍ
ÆÏÎÖàÏ ÆÏÊâ ÐÓÊ Õ ÊÆÆÊÓ Îç É ÇÆÏÎÖÆ ÇÆ ÇÍ Ð ËÇßÊéÆÇÒ Ê ÛÊÓÈÛ ÊÑÆÇØÊ Þ æÎÉÊØÊÓ ã ÔÊÈÛÇÆÊ
Êí ÑÇÊÍÑâ ÑÎÈÆÈ Îß ÆÐ×ÐÆÇÎÍ ã ËÎÉéÈÌÇËËÊÔ ÐàÊÍÆÈ ÐÈ Ð àÓÎÖÛ ÕÊÍÊ	Æ ßÓÎÒ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ
ÅÍ Ð ÒÐ* ÎÓÇÆâ ØÎÆÊ ÎÍ ÆÏÊ ËÊÍàÆÏ Îß ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ ã ÆÏÊ ÎÖÆÑÎÒ Ê ÇÈ Ð Û ÊÓÇÎÔ
ËÎÍà ÊÍÎÖàÏ ÆÎ ÓÊÒÎØÊ ÐÍâ ÒâÎÛÇÑ ÇÍÑÊÍÆÇØÊÈ ã ÉÏÇÑÏ ÇÈ ÍÎÆ ÇÍ ÆÏÊ ËÎÉéÈÌÇËËÊÔ àÓÎÖÛ èÈ
ÇÍÆÊÓÊÈÆ Þ �ÏÊ Ò ÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ ÇÍ ÆÏÇÈ ÑÐÈÊ ÇÈ ËÎÉéÈÌÇËËÊÔ ÐÍÔ ÆÏÖÈ Õ ÊÆÓÐâÈ ÏÊÓ ÑËÐÈÈ
ÇÍÆÊÓÊÈÆ Þ

ÙÊ ÐËÈÎ Ê×ÐÒ ÇÍÊ Ð ßÖËËâ ßÖÍÔÊÔ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÈâÈÆÊÒ ÐÍÔ 	ÍÔ ÆÏÐÆ ÇÍÑÓÊÐÈÊÔ ÓÊÆÇÓÊé
Ò ÊÍÆ ÈÐØÇÍàÈ ÓÊÔÖÑÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÕÖÆ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÊçÊÑÆ Îß ÑÏÐÍàÇÍà ÆÏÊ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÐàÊ
ÇÈ ÐÒÕÇàÖÎÖÈ Þ ëÇÍÐËËâ ÉÊ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÆÏÊ ÊçÊÑÆ Îß Ð ÕÐÕâéÕÎÎÒ ÎÍ ÇÍÑÎÒÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ
ÎØÊÓ ÆÇÒ Ê Þ ôÐÕâéÕÎÎÒ È ÒÐâ àÇØÊ ÓÇÈÊ ÆÎ ÑâÑËÊÈ ÇÍ ÉÊËßÐÓÊ ÈÆÐÆÊ ÐÒÕÇÆÇÎÍÈ ÆÏÎÖàÏ ÆÏÊ
ÇÍÆÊÓÐÑÆÇÎÍ Îß ÆÉÎ ÊçÊÑÆÈ Þ ë ÇÓÈÆ ã É ÇÆÏ Ð ÕÐÕâéÕÎÎÒ ÆÏÊ ÆÐ× ÕÐÈÊ ÇÈ ÍÎ ËÎÍàÊÓ ÈÆÐÆÇÎÍé
ÐÓâ ÕÖÆ ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ ßÓÎÒ Ð ËÊØÊË Õ ÊËÎÉ ÆÏÊ ÐØÊÓÐàÊ ã ÆÎ Ð ËÊØÊË ÐÕÎØÊ ÇÆ Þ �ÏÇÈ ÆÊÍÔÈ ÆÎ
ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÎØÊÓ ÆÇÒ Ê ã ßÓÎÒ ÐÍ ÇÍÇÆÇÐËËâ ËÎÉÊÓ ËÊØÊË Þ ÝÊÑé
ÎÍÔ ã ÐÈ ÕÐÕâéÕÎÎÒÊÓÈ ÐÓÊ Ð ÔÇÈÛÓÎÛÎÓÆÇÎÍÐÆÊËâ ÈÇäÊÔ ÐàÊ àÓÎÖÛ ÆÏÊâ ÓÊÒ ÐÇÍ Ò ÊÔÇÐÍ
ØÎÆÊÓÈ ßÎÓ ÐÍ Ê×ÆÊÍÔÊÔ ÛÊÓÇÎÔ ã ÔÖÓÇÍà ÉÏÇÑÏ ÆÏÊâ ÛÓÊßÊÓ ËÊÈÈ ÐÍÔ ËÊÈÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ
�ÎàÊÆÏÊÓ ã ÆÏÊÈÊ ßÐÑÆÎÓÈ ÑÎÒÕÇÍÊÔ ÒÐâ àÇØÊ ÓÇÈÊ ÆÎ ÛÐÆÆÊÓÍÈ Îß ÉÊËßÐÓÊ ÈÆÐÆÊ Ê×ÛÐÍé
ÈÇÎÍ ßÎËËÎÉÊÔ Õâ ÆÐ× ÓÊØÎËÆÈ ÐÍÔ ÓÊÆÓÊÐÆÈ ÇÍ ÉÊËßÐÓÊ ÈÆÐÆÊ ÐÒÕÇÆÇÎÍÈ ÐÈ ÕÐÕâéÕÎÎÒÊÓÈ
ÐÛÛÓÎÐÑÏ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ Þ

�ÏÊ ÛÐÛÊÓ ÛÓÎÑÊÊÔÈ ÐÈ ßÎËËÎÉ È Þ ÅÍ ÈÊÑÆÇÎÍ ñ ã ÉÊ ÛÓÊÈÊÍÆ ÆÏÊ ÕÐÈÇÑ Ò ÎÔÊË ÐÍÔ
Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ Îß Ò ÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÎÍ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ ÙÊ
ÐËÈÎ ÓÊËÐÆÊ ÆÏÊ ËÊØÊË Îß ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÆÎ ÆÏÊ ÔÇçÊÓÊÍÑÊ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÆÏÊ ÑÖÓÓÊÍÆ Ò ÊÐÍ ÐÍÔ
ÒÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒÊÈ Þ ÙÊ ÆÏÊÍ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÆÏÊ ËÊÍàÆÏ Îß ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ Þ ÅÍ ÈÊÑÆÇÎÍÈ  ÐÍÔ
( ÉÊ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ Îß ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÐÍÔ Ð ÕÐÕâ ÕÎÎÒ Þ ÝÊÑÆÇÎÍ # ÎçÊÓÈ ÈÎÒ Ê
ÑÎÍÑËÖÔÇÍà ÓÊÒ ÐÓÌÈ Þ

2 345 6 ÀÁ57

øÊÆ ÆÏÊ ËÊÍàÆÏ Îß ÐÍ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË èÈ ËÇßÊéÈÛÐÍ ÕÊ ÊáÖÐË ÆÎ ÎÍÊ ÐÍÔ ÐÈÈÖÒÊ ÆÏÐÆ ÍÊÉ
ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐËÈ ÐÓÊ ÕÎÓÍ ÑÎÍÆÇÍÖÎÖÈËâ ÐÆ Ð ÑÎÍÈÆÐÍÆ ÓÐÆÊ ÈÎ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÐàÊ ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÈ

#



ÖÍÇßÎÓÒ Þ �ÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ ÈÇäÊ ÇÈ ÍÎÓÒ ÐËÇäÊÔ ÆÎ ÎÍÊ Þ �ÏÊÓÊ ÐÓÊ ÆÉÎ ÆâÛÊÈ Îß ÐàÊÍÆÈ ã
H

é
ÐàÊÍÆÈ ÐÍÔ

L
éÐàÊÍÆÈ Þ øÊÆ

p
ÕÊ ÆÏÊ ÛÓÎÛÎÓÆÇÎÍ Îß

L
éÐàÊÍÆÈ ÐÍÔ

1− p
ÆÏÊ ÛÓÎÛÎÓÆÇÎÍ Îß

H
éÐàÊÍÆÈ ÇÍ ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ Þ ëÎÓ ÊÐÑÏ ÆâÛÊ ÊÐÓÍÇÍàÈ ÐÓÊ ÐÈÈÖÒÊÔ ÆÎ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ËÇÍÊÐÓËâ

É ÇÆÏ ÐàÊ ã
θ
Þ8 �ÏÊ ÐàÊéÊÐÓÍÇÍàÈ ÛÓÎ	 ËÊ Îß ÐÍ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË Îß ÆâÛ Ê

i
ÇÈ

yi(θ) = ai + biθ
î¡ó

ÉÏÊÓÊ
i ∈ {H,L}

Þ
H

éÇÍÔÇØ ÇÔÖÐËÈ ÏÐØÊ ÈÆÊÊÛ ÊÓ ÐàÊéÊÐÓÍÇÍàÈ ÛÓÎ	 ËÊÈ ÆÏÐÍ
L
éÇÍÔÇØ ÇÔÖÐËÈ Þ

�ÏÊ ÐàÊéÊÐÓÍÇÍàÈ ÛÓÎ	 ËÊÈ Îß
H

éÐàÊÍÆÈ ÔÎ ã ÏÎÉÊØÊÓ ã ÏÐØÊ Ð ËÎÉÊÓ ÇÍÆÊÓÑÊÛÆ Þ Åß ÆÏÊ
àÓÎÖÛÈ ÐÓÊ ÆÐÌÊÍ ÆÎ Õ Ê ÔÊ	ÍÊÔ Õâ ÏÇàÏ ÐÍÔ ËÎÉ ÊÔÖÑÐÆÇÎÍ ÆÏÇÈ ÑÐÍ ÓÊÛÓÊÈÊÍÆ ÊÐÓÍÇÍàÈ
ßÎÓÊàÎÍÊ ÉÏÇËÊ ÇÍØÊÈÆÇÍà ÇÍ ÊÔÖÑÐÆÇÎÍ Þ �ÏÊ ÐàÊéÊÐÓÍÇÍàÈ ÛÓÎ	 ËÊÈ ÐÓÊ ÇËËÖÈÆÓÐÆÊÔ ÇÍ
ëÇàÖÓÊ ¡Ð Þ

�ÏÊ ËÇßÊéÆÇÒ Ê ÇÍÑÎÒ Ê ßÎÓ ÐÍ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË Îß ÆâÛ Ê
i
ÇÈ ã

ȳi =

∫ 1

0

(ai + bit) dt = ai +
bi

2
.

îñó
�ÏÇÈ ÇÈ ÐËÈÎ ÆÏÊ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË èÈ ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒÊ ÈÇÍÑÊ ÆÏÊ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË èÈ ËÇßÊÈÛÐÍ ÇÈ ÍÎÓÒ ÐËé
ÇäÊÔ ÆÎ ÎÍÊ Þ �ÏÊ ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒÊ ÇÍ ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ

Ȳ
ÇÈ ÈÇÒÛËâ ÆÏÊ ÈÖÒ Îß ÆÏÊ ÐØÊÓÐàÊ

ÇÍÑÎÒÊÈ Îß ÊÐÑÏ ÆâÛÊ ÉÊÇàÏÆÊÔ Õâ ÆÏÊÇÓ ßÓÊáÖÊÍÑâ ÇÍ ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ ã

Ȳ = pȳL + (1 − p)ȳH .
î ó

ÝÇÍÑÊ ÆÏÊ ÈÇäÊ Îß ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ ÇÈ ÎÍÊ ã ÆÏÊ ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒÊ ÊáÖÐËÈ ÆÏÊ ÆÐ×éÕÐÈÊ Îß ÆÏÊ
ÊÑÎÍÎÒâÞ

�ÏÓÎÖàÏÎÖÆ ÉÊ ÐÈÈÖÒÊ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ËÇßÊéÆÇÒ Ê ÇÍÑÎÒÊ Îß
H

éÇÍÔÇØ ÇÔÖÐËÈ Ê×ÑÊÊÔÈ ÆÏÐÆ Îß
L
éÇÍÔÇØ ÇÔÖÐËÈ Þ ÅÍ ÆÏÊ ÊÔÖÑÐÆÇÎÍÐË ÇÍÆÊÓÛÓÊÆÐÆÇÎÍ ÆÏÊ ÇÍÑÎÒÊ ÔÇçÊÓÊÍÑÊ ÑÐÍ ÕÊ ÈÊÊÍ ÐÈ

ÆÏÊ ÛÓÊÒ ÇÖÒ ÓÊáÖÇÓÊÔ ÆÎ ÑÎÒÛÊÍÈÐÆÊ ßÎÓ ÍÎÍéÛ ÊÑÖÍÇÐÓâ ÑÎÈÆÈ Îß ÊÔÖÑÐÆÇÎÍ Þ 
 ÎÓÊÎØÊÓ ã
ÉÊ ÐÈÈÖÒÊ ÆÏÐÆ ÆÏÊ

L
éÐàÊÍÆÈ ÐÓÊ ÇÍ Ò Ð* ÎÓÇÆâÞ ÅÍ ÆÊÓÒ È Îß ÆÏÊ Ò ÎÔÊË ÛÐÓÐÒÊÆÊÓÈ ÆÏÊ

ÐÕÎØÊ ÐÈÈÖÒÛÆÇÎÍÈ ÐÒÎÖÍÆ ÆÎ 9
î÷ ¡ó

0 < bL < bH

ÐÍÔ
aH < aL

:�w{�z� z�r�rzqu�u�s tqp� �rs zqr wpuwz�r zuv s{rrt rq tqp� �rs zqr zssp w�z{rv � �{� ����rq rv�wz{�pu
�- szw�zqptp��ps � �z�zqv � ���� � ��qt�� � �r�w� � ���� � � q�ur��p � op| � � ����� � - qp� �rs |rzs�qrv}qp| wqpss�srw{�pu vz{z s�p� �p�rq �z�rs }pq p�vrq �uv���v�z�s � �p�r�rq � �{ vprs up{ urwrsszq��� }p ��p�{�z{ �uv���v�z� rzqu�u�s vrw��ur z}{rq sp|r z�r � �rr ��pqu{pu � �pv�rqs � � qpp�s��qr ������ �

;



î÷ ñó
∆ȳ = ȳH − ȳL > 0î÷  ó
p > 1

2�ÏÊ ÐàÊéÊÐÓÍÇÍàÈ ÛÓÎ	 ËÊÈ ÆÎàÊÆÏÊÓ É ÇÆÏ ÆÏÊ ÑÎÒÛÎÈÇÆÇÎÍ Îß ÆâÛ ÊÈ ÇÍ ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ
ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊ ÆÏÊ ÇÍÑÎÒ Ê ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ ÝÛ ÊÑÇ	ÑÐËËâã ÆÏÊ ÔÊÍÈÇÆâ ßÖÍÑÆÇÎÍ ÇÈ àÇØÊÍ Õâ

f(y) =



























(1 − p)/bH

Çß
y ∈ [yH(0), yL(0)] ∪ [yL(1), yH(1)]

(1 − p)/bH + p/bL

Çß
y ∈ [yL(0), yL(1)]

0
ÎÆÏÊÓÉ ÇÈÊ Þ

î( ó

÷ ÈÈÖÒÛÆÇÎÍÈ î÷ ¡ó ÐÍÔ î÷ ñó ÇÒÛËâ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÇÍÑÎÒ Ê ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÈ ÛÎÈÇÆÇØÊËâ ÈÌÊÉÊÔ
îÈÊÊ ëÇàÖÓÊ ¡Õó Þ 
 ÎÓÊÎØÊÓ ã ÇÆ ÇÈ ÈÆÓÐÇàÏÆßÎÓÉÐÓÔ ÆÎ ÈÏÎÉ ÆÏÐÆ ÆÏÊ Ò ÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒÊ

ỸßÐËËÈ ÈÏÎÓÆ Îß ÆÏÊ Ò ÊÐÍ ÇÍÑÎÒÊ
Ȳ

îøÊÒÒÐ ¡óÞ æÊÍÑÊ ã ÆÏÊ ÇÍÑÎÒ Ê ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ àÇØÊÍ
Õâ Ê×ÛÓÊÈÈÇÎÍ î( ó ÉÎÖËÔ ÓÊÈÖËÆ ÇÍ ÛÎÈÇÆÇØÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍ Ð ÈÆÐÍÔÐÓÔ ÒÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ
ÒÎÔÊË ã ÍÎÆ ÆÐÌÇÍà ÒÎÕÇËÇÆâ ÇÍÆÎ ÐÑÑÎÖÍÆ Þº<
=>??@ A

Ȳ > Ỹ
¹

åÓÎÎß 9
Ỹ

ÇÈ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊÔ Õâ 9 ∫ Ỹ

yH(0)
f(t)dt = 0.5.

î÷ ¡ó é î÷  ó ÇÒÛËâ ÆÏÐÆ ÆÏÊÓÊ ÇÈ
Ð Ò ÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒ Ê ÊÐÓÍÊÓ ÇÍ ÊÐÑÏ àÓÎÖÛ Þ �ÏÖÈ

Ỹ = pbH ȳL+(1−p)bLȳH

pbH+(1−p)bL

ÐÍÔ
Ȳ − Ỹ =

p(1−p)∆ȳ(bH−bL)
pbH+(1−p)bL

> 0
Õâ î÷ ¡ó ÐÍÔ î÷ñó Þ

BCDEF> A G@ @HI J K @JLEM N>F>

�ÐÌÇÍà ÊÐÓÍÇÍàÈ Ò ÎÕÇËÇÆâ ÇÍÆÎ ÐÑÑÎÖÍÆ ã ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË ØÎÆÇÍà ÕÊÏÐØÇÎÓ ÇÈ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊÔ
Õâ ÏÎÉ ÆÏÊ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË èÈ ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒÊ ÎØÊÓ ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ ã

δ
ã ÇÈ ÐçÊÑÆÊÔ Õâ ÆÏÊ

ÆÐ× ÐÍÔ ÆÓÐÍÈßÊÓ ÛÎËÇÑÇÊÈ ÖÍÔÊÓ ÑÎÍÈÇÔÊÓÐÆÇÎÍ Þ �ÏÊ ÛÐÓÐÒÊÆÊÓ
δ
ÑÐÍ ÐËÈÎ Õ Ê ÇÍÆÊÓÛÓÊÆÊÔ

ÐÈ Ð ÛÓÎ×â ßÎÓ ÆÏÊ ÔÖÓÐÆÇÎÍ Îß ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇØÊ ÛÎËÇÑÇÊÈ Þ ëÎÓ ÈÇÒÛËÇÑÇÆâã ÉÊ ÐÕÈÆÓÐÑÆ ßÓÎÒ
ÔÇÈÑÎÖÍÆÇÍà Þ �ÏÊ ÐØÊÓÐàÊ Û ÊÓÇÎÔ ÇÍÑÎÒÊ ÕÊßÎÓÊ ÆÐ× ßÎÓ Ð ØÎÆÊÓ Îß ÐàÊ

θ
ÐÍÔ ÆâÛ Ê

i
ÇÈ ã

ȳi(θ) =











1
δ

∫ θ+δ

θ
yi(t) dt = yi(θ) + bi

2
δ

Çß
1 − θ ≥ δ

1
1−θ

∫ 1

θ
yi(t) dt = yi(θ) + bi

2
(1 − θ)

Çß
1 − θ < δ

î#ó

ûO �rr � r �� �� � r�{.rq � ��w�zqv ���� �� �

&



ÉÏÊÓÊ
yi(θ)

ÇÈ ÆÏÊ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË èÈ ÇÍÑÎÒÊ ÐÆ ÆÏÊ Õ ÊàÇÍÍÇÍà Îß ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ ã ÐÍÔ
ÆÏÊ ÈÊÑÎÍÔ ÆÊÓÒ ÇÈ ÆÏÊ ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ ÇÍÑÎÒ Ê ÔÖÓÇÍà ÆÏÊ Û ÊÓÇÎÔ Þ �ÏÊ ÖÛÛÊÓ
Ê×ÛÓÊÈÈÇÎÍ ÐÛÛËÇÊÈ Çß ÆÏÊ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË èÈ ÓÊÒ ÐÇÍÇÍà ËÇßÊéÆÇÒ Ê ã

1 − θ
ã Ê×ÑÊÊÔÈ ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË

Û ÊÓÇÎÔ ÐÍÔ ÆÏÊ ËÎÉÊÓ Çß ÇÆ ÔÎÊÈ ÍÎÆ Þ ÅÍ ÕÎÆÏ ÑÐÈÊÈ ÐØÊÓÐàÊ ÊÐÓÍÇÍàÈ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ ÐàÊ
ÕÖÆ ßÎÓ ÎËÔÊÓ ÐàÊÍÆÈ ã

θ > 1− δ
ã ÆÏÊ ÓÐÆÊ Îß ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÈ ÎÍËâ ÏÐËß Îß ÆÏÐÆ ßÎÓ ÆÏÊ âÎÖÍà ã

ÈÇÍÑÊ ÆÏÊ Ò Ð× ÇÒÖÒ ÇÍÑÎÒ Ê ÓÊÒ ÐÇÍÈ ÑÎÍÈÆÐÍÆ ßÎÓ ÎËÔ ÐàÊÍÆÈ Þ
ïÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÈ ÐÈÈÖÒÊÔ ÆÎ ÕÊ ÐÑÏÇÊØÊÔ ÆÏÓÎÖàÏ 	×ÊÔ ÆÓÐÍÈßÊÓÈ 	ÍÐÍÑÊÔ Õâ ÛÓÎé

ÛÎÓÆÇÎÍÐË ÆÐ×ÊÈ Þ �Ð×ÐÆÇÎÍ ÇÈ ÑÎÈÆËâ ÐÍÔ ÉÊ ÐÈÈÖÒ Ê ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÑÎÈÆ ÇÈ áÖÐÔÓÐÆÇÑ ÇÍ ÆÏÊ
ÆÐ× ÓÐÆÊ ÐÍÔ àÇØÊÍ Õâ ρτ2

2
Ȳ

ã ÉÏÊÓÊ
ρ

ÒÊÐÈÖÓÊÈ ÆÏÊ Êí ÑÇÊÍÑâ Îß ÆÏÊ ÆÐ× ÈâÈÆÊÒ ÐÍÔ
0 < ρ ≤ 2

Þ ÷ ÈÈÖÒ ÇÍà ÕÖÔàÊÆ ÕÐËÐÍÑÊ Ð ÆÐ×
τ

ÈÖí ÑÊÈ ÆÎ 	ÍÐÍÑÊ Ð ÛÊÓ ÑÐÛÇÆÐ ÆÓÐÍÈßÊÓ
ÊáÖÐË ÆÎ

τ(1− ρτ

2
)Ȳ

Þ ëÎÓ ÐÍ ÐàÊÍÆ Îß ÆâÛ Ê ª ÐÍÔ ÐàÊ
θ
ÆÏÊ ÐØÊÓÐàÊ Û ÊÓÇÎÔ ÇÍÑÎÒ Ê ÐßÆÊÓ

ÆÐ×ÊÈ ÐÍÔ ÆÓÐÍÈßÊÓÈ ÇÈ

Ῡi(τ, θ) = (1 − τ)ȳi(θ) + τ(1 −
ρτ

2
)Ȳ .

î;ó
�ÏÊ ÎÛÆÇÒ ÐË ÆÐ× ÓÐÆÊ ßÎÓ ÆÏÊ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË ÈÆÓÇÌÊÈ Ð ÕÐËÐÍÑÊ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÆÏÊ Ò ÐÓàÇÍÐË ÇÍé
ÑÓÊÐÈÊÈ ÇÍ Õ ÊÍÊ	ÆÈ ÐÍÔ ÆÐ× ÛÐâÒÊÍÆÈ ÓÊÈÖËÆÇÍà ßÓÎÒ Ð ÏÇàÏÊÓ ÆÐ× ÓÐÆÊ ã Ç ÞÊ Þ

(1 − ρτ)Ȳ − ȳi(θ) ≤ 0
î&ó

�ÏÊ ÎÛÆÇÒ ÐË ÆÐ× ÓÐÆÊ ÇÈ ÆÏÊÍ

τi(θ) = max

{

0,
Ȳ − ȳi(θ)

ρȲ

}

.
îùó

PÎÆÊ ÆÏÐÆ ÈÇÍÑÊ
ȳi(θ)

ÇÈ ÈÆÓÇÑÆËâ ÇÍÑÓÊÐÈÇÍà ÇÍ
θ

ÆÏÇÈ ÆÐ× ÓÐÆÊ ÔÊÑÓÊÐÈÊÈ É ÇÆÏ ÐàÊ Þ
æÊÍÑÊ ã ßÎÓ ÐÍâ àÇØÊÍ

τ
ÉÊ ÑÐÍ ÇÒÛËÇÑÇÆËâ ÔÊ	ÍÊ Ð ÆÏÓÊÈÏÎËÔ ÐàÊ ßÎÓ ÊÐÑÏ ÆâÛÊ ã

θi(τ)
ã

ÖÈÇÍà îùó ÐÍÔ î#ó ã ÈÖÑÏ ÆÏÐÆ ÐËË ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐËÈ âÎÖÍàÊÓ ÆÏÐÍ ÆÏÇÈ ÛÓÊßÊÓ
τ

ÆÎ ÐÍâ ËÎÉÊÓ
ÆÐ× ÓÐÆÊ ÐÍÔ ÐËË ÆÏÎÈÊ ÎËÔÊÓ ÛÓÊßÊÓ

τ
ÆÎ ÐÍâ ÏÇàÏÊÓ ÆÐ× Þ ÝÛ ÊÑÇ	ÑÐËËâã

θL(τ) = max
{

0, (1−ρτ)Ȳ −ȳL(0)
bL

, 2 (1−ρτ)Ȳ −ȳL

bL

}

θH(τ) = max
{

0, (1−ρτ)Ȳ −ȳH(0)
bH

}

.

î%ó

QÊÓâ ÏÇàÏ
τ

ÐÓÊ ÍÎÆ ÊØÊÍ ÈÖÛÛÎÓÆÊÔ Õâ ÆÏÊ âÎÖÍàÊÈÆ ã ÐÍÔ
θi(τ) = 0

Þ 
 ÎÓÊ ÒÎÔÊÓÐÆÊ
ÆÐ× ÓÐÆÊÈ àÐÆÏÊÓ É ÇÔÊÓ ÈÖÛÛÎÓÆ ÐÍÔ ÒÐâ ÊØÊÍ ÐÆÆÓÐÑÆ ÈÎÒ Ê ÎËÔÊÓ

L
éÆâÛ ÊÈ ã Ç ÞÊ Þ É ÇÆÏ

ù



θL ≥ 1 − δ
Þ ôâ ÐÈÈÖÒÛÆÇÎÍ ã ÎËÔ

H
éÆâÛ ÊÈ ÏÐØÊ Ð ÛÊÓÇÎÔ ÇÍÑÎÒÊ ÐÕÎØÊ

Ȳ
ÐÍÔ ÐÓÊ ÍÎÆ

ÇÍÆÊÓÊÈÆÊÔ ÇÍ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ PÎÆÊ ÆÏÐÆ ÆÏÊ
θi(τ)s

ÐÓÊ ÑÎÍÆÇÍÖÎÖÈ ÐÍÔ ÔÊÑÓÊÐÈÇÍà ÇÍ
τÐÍÔ ÈÆÓÇÑÆËâ ÈÎ ßÎÓ

τ
ÈÖÑÏ ÆÏÐÆ

θi(τ) > 0
Þ

�ÏÊ ÛÎËÇÆÇÑÐË ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ Ð àÇØÊÍ ÆÐ× ÓÐÆÊ
τ

ÑÐÍ ÍÎÉ ÕÊ Ê×ÛÓÊÈÈÊÔ ÇÍ ÆÊÓÒ È Îß ÆÏÊ
ßÓÐÑÆÇÎÍ Îß ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ ÆÏÐÆ ÛÓÊßÊÓÈ

τ
ÆÎ ÐÍâ ËÎÉÊÓ ÆÐ× ÓÐÆÊ ã

Φ (τ)
ã ÉÏÊÓÊ

Φ (τ) = pθL(τ) + (1 − p)θH(τ).
î¡òó

ôâ ÑÎÍÈÆÓÖÑÆÇÎÍ
Φ

ÇÈ ÑÎÍÆÇÍÖÎÖÈ ÐÍÔ ÔÊÑÓÊÐÈÇÍà ÇÍ
τ

îÐÍÔ
ρ
ó ÐÍÔ ÈÆÓÇÑÆËâ ÈÎ ßÎÓ

Φ > 0
Þ


 ÎÓÊÎØÊÓ ã
Φ (τ) = 0

ßÎÓ ÈÖí ÑÇÊÍÆËâ ÏÇàÏ ÆÐ× ÓÐÆÊÈ ÐÍÔ ÑËÊÐÓËâ ÈÎ ßÎÓ
τ ∈ [1

ρ
, 1]

Þ æÊÍÑÊ ã
RFLSLTCMCLH A UªV WX

Φ (0) ≤ 0.5
³¨ ®£

τ ∗ = 0
Þ UªªV WX

Φ (0) > 0.5
³¨ ®¯® ª« ¦ ¬£ªY¬®

τ ∗ > 0,
®Z £ ® µ¤

Φ (τ ∗) = 0.5
ã ³¨ ¦³ § ª£« ©·®¯ ®·®¯¤ ©³¨ ®¯

τ
ª£ [¦ª¯§ ª« ® ¸©¥[¦¯ª« ©£«

U¦ \©£©¯¸®³ § ª££ ®¯V ¦£
θH(τ ∗) < 0.5 < θL(τ ∗).

UªªªV
τ ∗ > 0

®¸¯®¦« ®« ª£
ρ
¹

åÓÎÎß 9 ÅÍ UªV Ð Ò Ð* ÎÓÇÆâã
1 − Φ(0)

ã ÛÓÊßÊÓÈ Ð ËÎÉÊÓ
τ
Þ ÝÇÍÑÊ

Φ
ÔÊÑÓÊÐÈÊÈ ÇÍ

τ
ÆÏÇÈ

ÏÎËÔÈ ÈÆÓÇÑÆËâ ßÎÓ ÐÍâ
τ > 0

Þ UªªV ÝÇÍÑÊ
Φ

ÇÈ ÑÎÍÆÇÍÖÎÖÈ ÐÍÔ ÔÊÑÓÊÐÈÇÍà ÇÍ
τ

ÐÍÔ
Φ(τ) = 0

ßÎÓ
τ

ÈÖí ÑÇÊÍÆËâ ÑËÎÈÊ ÆÎ ò Þ# ÆÏÊÓÊ Ê× ÇÈÆÈ Ð
τ ∗

ÈÖÑÏ ÆÏÐÆ
Φ(τ ∗) = 0.5

Þ ÅÆ ÐËÈÎ
ßÎËËÎÉ È ÆÏÐÆ Çß

τ
ÇÈ ÈÖÑÏ ÆÏÐÆ

Φ(τ) > 0.5
ÆÏÊÍ

τ < τ ∗
Þ æ ÊÍÑÊ ã Õâ ÔÊ	ÍÇÆÇÎÍ Ð Ò Ð* ÎÓÇÆâ

ÛÓÊßÊÓÈ
τ ∗

ÆÎ
τ
Þ ÷ ÛÐÓÐËËÊË ÐÓàÖÒ ÊÍÆ ÏÎËÔÈ ßÎÓ

τ
ÈÖÑÏ ÆÏÐÆ

Φ(τ) < 0.5
Þ ë ÇÍÐËËâã ÈÇÍÑÊ

ȳH(0.5) > Ȳ
ã
H

éÐàÊÍÆÈ ÎËÔÊÓ ÆÏÐÍ ò Þ# ÈÆÓÇÑÆËâ ÛÓÊßÊÓ
τ = 0

ÉÏÇÑÏ ÇÒÛËÇÊÈ
θH(τ ∗) < 0.5

Þ
ÝÇÍÑÊ

Φ (τ ∗) = 0.5
ÇÆ ßÎËËÎÉ È ÆÏÐÆ

θL(τ ∗) > 0.5
Þ UªªªV �ÏÊ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ÑÎÍÔÇÆÇÎÍ ÎÍËâ

ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊÈ ÆÏÊ ÛÓÎÔÖÑÆ
τ ∗ρ

Þ
�

�ÏÖÈ ã Çß ÆÏÊÓÊ ÇÈ Ò Ð* ÎÓÇÆâ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ Ð ÛÎÈÇÆÇØÊ ÆÐ× ÓÐÆÊ ã ÆÏÊÓÊ Ê× ÇÈÆÈ Ð ÖÍÇáÖÊ
ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ÆÐ× ÓÐÆÊ ã ÉÏÇÑÏ ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ ÇÍ ÆÏÊ Êí ÑÇÊÍÑâ Îß ÆÏÊ ÆÐ× ÈâÈÆÊÒ Þ

] ^_ ` abcdcef ghi chjklgdcef

øÊÆ ÖÈ ÍÎÉ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ Îß ÇÍÑÎÒ Ê ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÎÍ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ
ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ ë ÇÓÈÆ ÉÊ Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÆÏÊ ÊçÊÑÆ Îß ÇÍÑÓÊÐÈÊÔ ÒÎÕÇËÇÆâÞ �Î ÇÈÎËÐÆÊ ÆÏÊ ÒÎé
ÕÇËÇÆâ ÊçÊÑÆ ÉÊ Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ ÆÏÊ ÈËÎÛ Ê Îß ÐàÊéÊÐÓÍÇÍàÈ ÛÓÎ	 ËÊÈ ã ÉÏÇËÊ ÐÔ*ÖÈÆÇÍà
ÆÏÊ ÇÍÆÊÓÑÊÛÆ ÆÎ ÌÊÊÛ ÆÏÊ ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒÊ ÇÍ ÊÐÑÏ àÓÎÖÛ ÑÎÍÈÆÐÍÆ Þ �ÏÇÈ ÓÊÒÎØÊÈ ÆÏÊ
ÇÍÆÊÓéàÓÎÖÛ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÒÎÆÇØÊ Þ

%



RFLSLTCMCLH m ¢£ ª£ ¸¯®¦« ® ª£
bL

² ¸©¥[ ®£«¦³® µ¤ ¦ ®¸¯®¦« ® ª£
aL

«¬ ¸¨ ³¨¦³
ȳL¯®¥ ¦ª£« ¸©£«³¦£³² «³¯ª¸³´¤ ®¸¯®¦« ®«

τ ∗
X ©¯

τ ∗ > 0
¹ n¨ ® ¯®·®¯« ® ª« ³¯¬ ® X ©¯ ¦ ¸©¥ o

[ ®£«¦³® ª£ ¸¯®¦« ® ª£
bH

¹ ¢ [ ¯©[ ©¯³ª©£¦´ ¸©¥[ ®£«¦³® ª£ ¸¯®¦« ® ª£
bL

¦£
bH

«³¯ª¸³´¤
®¸¯®¦« ®«

τ ∗
Þ

åÓÎÎß 9 ÅÍ ÆÏÊ ÷ÛÛÊÍÔÇ× Þ
÷ ÑÎÒÛÊÍÈÐÆÊÔ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ Ò ÎÕÇËÇÆâ ÔÊÑÓÊÐÈÊÈ ÆÏÊ ÇÍÑÎÒÊÈ Îß âÎÖÍà ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐËÈ ÐÍÔ

ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ ÆÏÊ ÇÍÑÎÒ ÊÈ Îß ÆÏÊ ÎËÔ Þ ÝÇÍÑÊ Ð ÆÏÓÊÈÏÎËÔ
L
éØÎÆÊÓ ÇÈ ÓÊËÐÆÇØÊËâ ÎËÔ ã

θL(τ ∗) >

0.5
ã ÈÏÊ Õ ÊÍÊ	ÆÈ ßÓÎÒ ÇÍÑÓÊÐÈÊÔ ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÕÊÑÎÒÊÈ ËÊÈÈ ÇÍÆÊÓÊÈÆÊÔ ÇÍ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ

�ÏÊ ÎÛÛÎÈÇÆÊ ÇÈ ÆÓÖÊ ßÎÓ Ð ÆÏÓÊÈÏÎËÔ
H

éØÎÆÊÓ Þ ÷ ÛÓÎÛÎÓÆÇÎÍÐË ÑÎÒÛÊÍÈÐÆÊÔ ÇÍÑÓÊÐÈÊ
ÇÍ Ò ÎÕÇËÇÆâ ßÎÓ ÕÎÆÏ àÓÎÖÛÈ ËÊÐÔÈ ÆÎ ËÊÈÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÈÇÍÑÊ ÆÏÊ ÍÊàÐÆÇØÊ ÊçÊÑÆ ÇÍ ÆÏÊ
L
éàÓÎÖÛ ÔÎÒ ÇÍÐÆÊÈ ÆÏÊ ÛÎÈÇÆÇØÊ ÊçÊÑÆ ÇÍ ÆÏÊ ÈÒ ÐËËÊÓ

H
éàÓÎÖÛ Þ

P Ê×Æ ÉÊ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÏÎÉ ÇÍÑÎÒ Ê ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÐçÊÑÆÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ ÅÍÊáÖÐËÇÆâ Ò Ðâ
ÎÑÑÖÓ ÇÍ ÔÇçÊÓÊÍÆ ÔÇÒ ÊÍÈÇÎÍÈ ã ÈÖÑÏ ÐÈ ÇÍÑÎÒÊ ÔÇçÊÓÊÍÑÊÈ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÈÎÑÇÐË ÑËÐÈÈÊÈ ÎÓ
ÊÔÖÑÐÆÇÎÍÐË àÓÎÖÛÈ ã ÎØÊÓ ÆÏÊ ËÇßÊéÑâÑËÊ ã ÎÓ Õ ÊÆÉÊÊÍ àÊÍÊÓÐÆÇÎÍÈ Þ �ÏÊ ÛÎËÇÆÇÑÐË ÈÇàÍÇ	é
ÑÐÍÑÊ Îß Õ ÊÆÉÊÊÍéàÓÎÖÛ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÇÈ ÐËÈÎ ËÇÌÊËâ ÆÎ Õ Ê ÐçÊÑÆÊÔ Õâ ÆÏÊ ÈÇäÊ Îß ÆÏÊ ØÐÓÇÎÖÈ
àÓÎÖÛÈ Þ

�ÏÊÓÊ ÇÈ ÐÍ Ê×ÆÊÍÈÇØÊ ËÇÆÊÓÐÆÖÓÊ ÎÍ ÇÍÑÎÒÊ ÇÍÊáÖÐËÇÆâã ÑÎÍÆÐÇÍÇÍà ØÐÓÇÎÖÈ Ò ÊÐé
ÈÖÓÊÈ Îß ÇÍÊáÖÐËÇÆâÞ 
 ÐÍâ ÒÊÐÈÖÓÊÈ ã ÈÖÑÏ ÐÈ ' ÇÍ ÇéÑÎ Êí ÑÇÊÍÆÈ ã ÓÐÆÇÎÈ Îß ÔÊÑÇËÊ ÇÍÑÎÒÊÈ
Ê Þà Þ ÆÏÊ %òp¡òéÓÐÆÇÎ ã ÐÍÔ ÆÏÊ ÒÊÐÍ ØÊÓÈÖÈ Ò ÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒ Ê ÑÎÒÛÐÓÇÈÎÍ ÑÎÒÒÎÍ ÇÍ ÆÏÊé
ÎÓÊÆÇÑÐË Ò ÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ Ò ÎÔÊËÈ ã ÑÐÛÆÖÓÊ ÕÎÆÏ ÛÊÓÒ ÐÍÊÍÆ ÐÍÔ ÆÓÐÍÈÇÆÎÓâ ÇÍÑÎÒÊ ÇÍÊáÖÐËé
ÇÆâÞ ÝÏÎÓÆ ÆÊÓÒ ìÖÑÆÖÐÆÇÎÍÈ ÇÍ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË ÇÍÑÎÒ Ê ã Ê Þà Þ ÓÊìÊÑÆÇÍà ÕÓÇÊß ÖÍÊÒÛËÎâÒÊÍÆ
ÈÛ ÊËËÈ ã ÎÓ ËÎÉ ÇÍÇÆÇÐË ÇÍÑÎÒ ÊÈ ÓÊìÊÑÆÇÍà ÈÆÖÔâ ÎÓ ÐÛÛÓÊÍÆÇÑÊÈÏÇÛ Û ÊÓÇÎÔÈ ã ÏÐØÊ ÔÇçÊÓé
ÊÍÆ ÛÎËÇÆÇÑÐË ÇÒ ÛËÇÑÐÆÇÎÍÈ ÆÏÐÍ ËÐÈÆÇÍà ÇÍÑÎÒ Ê ÇÍÊáÖÐËÇÆâÞ ÝÎÒÊ ÈÆÖÔÇÊÈ ÆÓâ ÆÎ 	 ËÆÊÓ
ÎÖÆ ÍÎÍéÛ ÊÓÒ ÐÍÊÍÆ ÇÍÑÎÒÊ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ Õâ Ê×ÆÊÍÔÇÍà ÆÏÊ ÐÑÑÎÖÍÆÇÍà ÛÊÓÇÎÔ ÎØÊÓ ÉÏÇÑÏ
ÇÍÑÎÒÊ ÇÈ Ò ÊÐÈÖÓÊÔ Þ îÝÊÊ Ê Þà Þ ÷ÐÕÊÓàÊ ÊÆ ÐË Þã ñòòñ Þó

ôÊËÎÉ ã ÉÊ 	 ÓÈÆ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÆÏÊ ÊçÊÑÆ ÎÍ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Îß ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ Û ÊÓÒ ÐÍÊÍÆ ÇÍé
ÊáÖÐËÇÆâã ÌÊÊÛÇÍà ÒÎÕÇËÇÆâ ÑÎÍÈÆÐÍÆ Þ ÝÊÑÎÍÔ ã ÉÊ Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÆÏÊ ÐÛÛËÇÑÐÕÇËÇÆâ Îß ÆÏÊ Ò ÊÐÍ
ØÈ Ò ÊÔÇÐÍ ÑÎÒÛÐÓÇÈÎÍ ÐÈ Ð ÛÓÊÔÇÑÆÎÓ Îß ÆÏÊ Ê× ÇÈÆÊÍÑÊ ÐÍÔ Ê×ÆÊÍÆ Îß ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍ
ÎÖÓ ÒÎÔÊË Þ ë ÇÍÐËËâã ÉÊ ÈÆÖÔâ ÆÏÊ ÊçÊÑÆ Îß ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ ÆÏÊ ÓÊËÐÆÇØÊ ÈÇäÊ Îß ÔÇçÊÓÊÍÆ

¡ò



ÇÍÑÎÒ Ê àÓÎÖÛÈ ÇÍ ÆÏÊ Û ÎÛÖËÐÆÇÎÍ Þ
Åß ÉÊ ÌÊÊÛ ÒÎÕÇËÇÆâ ÑÎÍÈÆÐÍÆ ÇÍ ÎÖÓ ÒÎÔÊË ã ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÑÐÍ ÎÍËâ ÎÑÑÖÓ

ÆÏÓÎÖàÏ ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ ÆÏÊ ÓÊÈÛ ÊÑÆÇØÊ àÓÎÖÛ èÈ ÇÍÇÆÇÐË ÇÍÑÎÒÊÈ Þ
RFLSLTCMCLH q ¢£ ª£ ¸¯®¦« ® ª£

aL

«³¯ª¸³´¤ ®¸¯®¦« ®«
τ ∗

X ©¯
τ ∗ > 0

¹ n¨ ® ¯®·®¯« ® ª«
³¯¬ ® X ©¯ ¦£ ª£ ¸¯®¦« ® ª£

aH

¹
åÓÎÎß 9 ÅÍ ÆÏÊ ÷ÛÛÊÍÔÇ× Þ

�ÏÖÈ ã ÇÍÑÓÊÐÈÊÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ Õ ÊÆÉÊÊÍ àÓÎÖÛÈ ÖÍÐÒÕÇàÖÎÖÈËâ ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖé
ÆÇÎÍ Þ ÷ È ÉÊ ÈÏÐËË ÈÊÊ ËÐÆÊÓ ã ÆÏ ÇÈ ÓÊÈÖËÆ Ò Ðâ ÍÎÆ ÏÎËÔ Çß àÓÎÖÛÈ Îß ØÎÆÊÓÈ É ÇÆÏ ÛÊÓÈÇÈÆÊÍÆËâ
ËÎÉ ÎÓ ÏÇàÏ ÇÍÑÎÒ ÊÈ ã ÉÏÎ ÍÊØÊÓ Õ ÊÑÎÒÊ Ò ÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓÈ ã ÐÓÊ ÇÍÆÓÎÔÖÑÊÔ Þ

PÎÉ ã ËÊÆ ÖÈ ÆÖÓÍ ÆÎ ÆÏÊ Ò ÊÐÍ ØÈ Ò ÊÔÇÐÍ ÒÊÐÈÖÓÊ Îß ÇÍÊáÖÐËÇÆâÞ ÷ È ÇÍ ÐËË Ò ÊÔÇÐÍ
ØÎÆÊÓ ÒÎÔÊËÈ ã ÆÏÊ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ÆÐ× ÓÐÆÊ ÇÍ ÎÖÓ Ò ÎÔÊË ÇÈ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊÔ Õâ ÆÏÊ ØÎÆÊÓ É ÇÆÏ
ÆÏÊ Ò ÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒÊ Þ æÎÉÊØÊÓ ã ÆÏÊ ÓÊËÊØÐÍÆ ÇÍÑÎÒÊ ÑÎÍÑÊÛÆ ÇÍ ÎÖÓ ÒÎÔÊË ÇÈ ÆÏÊ ÐØÊÓÐàÊ
ÇÍÑÎÒÊ ÎØÊÓ ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ ã

ȳi(θ)
ã Ð ßÎÓÉÐÓÔ ËÎÎÌÇÍà ÑÎÍÑÊÛÆ Þ 
 ÎÕÇËÇÆâ Ò ÐÌÊÈ

ÆÏÊ ÑÎÓÓÊÈÛÎÍÔÇÍà ÇÍÑÎÒÊ ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÔÇçÊÓ ßÓÎÒ ÆÏÊ ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Îß ÑÖÓÓÊÍÆ ÇÍÑÎÒ ÊÈ Þ
$ÎÍÈÊáÖÊÍÆËâã Ð ÑÎÒÛÐÓÇÈÎÍ Îß ÆÏÊ ÑÖÓÓÊÍÆ Ò ÊÐÍ ØÊÓÈÖÈ Ò ÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒ Ê ã

Ȳ > Ỹ
ã Ò Ðâ

ÍÎÆ ÑÎÓÓÊÑÆËâ ÓÊìÊÑÆ ÇÍÑÊÍÆÇØÊÈ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ
ôÊËÎÉ ÉÊ Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÆÏÊ Ê×ÆÊÍÆ ÆÎ ÉÏÇÑÏ ÇÍÑÎÒ Ê ÇÍÊáÖÐËÇÆâ Ò ÊÐÈÖÓÊÔ ÐÈ ÆÏÊ ÔÇßé

ßÊÓÊÍÑÊ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÆÏÊ ÑÖÓÓÊÍÆ Ò ÊÐÍ ÐÍÔ ÒÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒ ÊÈ ÑÐÍ Ê×ÛËÐÇÍ ÆÏÊ Ê× ÇÈÆÊÍÑÊ Îß
ÇÍÑÎÒÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ 
 ÎÓÊÎØÊÓ ã ÉÊ Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÉÏÊÆÏÊÓ Ð ÒÎÓÊ ÖÍÊáÖÐË ÇÍÑÎÒÊ ÔÇÈÆÓÇé
ÕÖÆÇÎÍ ã ÐÈ Ò ÊÐÈÖÓÊÔ Õâ ÆÏÇÈ ÇÍÑÎÒ Ê ÔÇçÊÓÊÍÑÊ ã ÇÈ ÐÈÈÎÑÇÐÆÊÔ É ÇÆÏ ÒÎÓÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ
ÇÍ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ Þ
RFLSLTCMCLH r UªV

Ȳ − Ỹ > 0 ⇒ Φ (0) > 0.5
ªX ¦£ ©£´¤ ªX

δ = 0.
UªªV \©£«ª®¯ ³§ ©

ª£ ¸©¥ ® ª«³¯ªµ¬³ª©£«
f(y)

¦£
f(y)′

¹ n¨ ®£
Ȳ − Ỹ ≤ Ȳ ′ − Ỹ ′

©®« £ ©³ ª¥[ ´¤
τ ∗ ≤ τ ∗′

Þ
åÓÎÎß 9 ÅÍ ÆÏÊ ÷ÛÛÊÍÔÇ× Þ

ÅÍ ÑÎÍÑËÖÈÇÎÍ ã ÆÏÊ Ò ÊÐÍ ØÊÓÈÖÈ Ò ÊÔÇÐÍ ÑÎÒÛÐÓÇÈÎÍ ÇÈ ÐÍ ÇÍÈÖí ÑÇÊÍÆ ÑÎÍÔÇÆÇÎÍ
ßÎÓ ÆÏÊ ÎÑÑÖÓÓÊÍÑÊ Îß ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þºº ÅÆ ÇÈ ÐËÈÎ ÖÍÇÍßÎÓÒ ÐÆÇØÊ ÐÕÎÖÆ ÆÏÊ ÓÊËÐÆÇØÊ
ûû�u }zw{ � {��s wq�{rq�pu �s s�� w�ru{ pu�� ��ru {�r v�qz{�pu p} qrv�s{q���{��r tp��w�rs �s �u�u �{r��s�pq{ � �p{r {�z{ �} bL = bH = 0 {�r �uwp| r v�s{q���{�pu vr�rurqz{rs {p {�p tp�u{s � z{ aL

zuv aH
��ruwr � Ȳ > Ỹ {�ru �|t��rs z s{q�w{�� tps�{��r {zÿ qz{r �

¡¡



ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍ ÑÎÒÛÐÓÇÈÎÍÈ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÔÇçÊÓÊÍÆ ÇÍÑÎÒÊ ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍÈ ã Ç ÞÊ Þã
ÇÍÑÓÊÐÈÊÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÐÈ Ò ÊÐÈÖÓÊÔ Õâ

Ȳ − Ỹ
ÇÈ ÍÎÆ ÍÊÑÊÈÈÐÓÇËâ ÐÈÈÎÑÇÐÆÊÔ É ÇÆÏ ÒÎÓÊ

ÇÍÑÎÒÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ
ëÇÍÐËËâã ÉÊ ÔÇÈÑÖÈÈ ÆÏÊ ÑÎÒÛÎÈÇÆÇÎÍ Îß ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ ÇÍ ÆÊÓÒ È Îß ÆÏÊ ÛÓÎÛÎÓÆÇÎÍÈ

Îß ËÎÉ ÈÌÇËËÊÔ ã
p
Þ �ÏÇÈ ßÐÑÆÎÓ ÑÐÍ ÔÇçÊÓ ÑÎÍÈÇÔÊÓÐÕËâ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÑÎÖÍÆÓÇÊÈ Þºê ÷ ÑÏÐÍàÊ

ÇÍ
p

ÏÐÈ ÆÉÎ ÎÛÛÎÈÇÍà ÊçÊÑÆÈ 9 �ÏÊ ÔÇÓÊÑÆ ÊçÊÑÆ Îß Ð ÏÇàÏÊÓ
p

ÇÈ ÆÎ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÆÏÊ
ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ æÎÉÊØÊÓ ã ÈÖÑÏ Ð ÑÏÐÍàÊ ÐËÈÎ ÊÓÎÔÊÈ ÆÏÊ ÆÐ× ÕÐÈÊ ÐÍÔ
ÒÐÌÊÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ËÊÈÈ ÐÆÆÓÐÑÆÇØÊ ÆÎ Ò ÊÔÇÐÍ ÇÍÑÎÒÊ ØÎÆÊÓÈ Þ �ÏÊ ÍÊÆ ÊçÊÑÆ ÑÐÍÍÎÆ
àÊÍÊÓÐËËâ Õ Ê ÈÇàÍÊÔ Þ ëÎÖÓ ÑÐÈÊÈ ÐÓÇÈÊ ÔÊÛ ÊÍÔÇÍà ÎÍ ÉÏÊÆÏÊÓ

θL ≷ 1 − δ
ÐÍÔ

θH > 0
Þ

ôÊËÎÉ ÉÊ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÆÏÊ ÑÐÈÊ ÉÏÊÓÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔÈ ÐÓÊ ÈÏÎÓÆ Þ
RFLSLTCMCLH s t

τ ∗
ª« Y¬¦«ªo¸©£ ¸¦·® ª£

p
X ©¯

τ ∗ > 0
¦£

δ
«¬ ¸¨ ³¨¦³

θL < 1 − δ
¦£

θH > 0
¹

åÓÎÎß 9 ÅÍ ÆÏÊ ÷ÛÛÊÍÔÇ× Þ
�ÏÇÈ ÈÖààÊÈÆÈ ÆÏÐÆ ÐÍ ÇÍØÊÓÈÊ ÜéÈÏÐÛÊÔ ÛÐÆÆÊÓÍ ÑÎÖËÔ Ê× ÇÈÆ Õ ÊÆÉÊÊÍ

p
ÐÍÔ ÆÏÊ

ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ÆÐ× ÓÐÆÊ Þ îöÕØÇÎÖÈËâã ÐÆ ÆÏÊ ÓÊÈÛ ÊÑÆÇØÊ ÊÍÔ ÛÎÇÍÆÈ ã
p = 0

ÐÍÔ
p = 1

ã ÆÏÊ
ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ÆÐ× ÓÐÆÊ ÉÎÖËÔ ÕÊ äÊÓÎ Þó

] ^] uvj chwljhxj ay hahz{jicgh |aej} ~}al��

ÝÎ ßÐÓ ÉÊ ÏÐØÊ ÐÈÈÖÒÊÔ ÆÏÐÆ ÐËË ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐËÈ ÈÆÐÓÆ ÎÖÆ É ÇÆÏ ÕÊËÎÉéÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒÊÈ
ÕÖÆ ÊØÊÍÆÖÐËËâ ÐÆÆÐÇÍ ÇÍÑÎÒ ÊÈ ÐÕÎØÊ ÆÏÇÈ ËÊØÊË Þ ÅÍ ÓÊÐËÇÆâã ÈÎÒ Ê àÓÎÖÛÈ ÏÐØÊ ÕËÊÐÌ
ÛÓÎÈÛ ÊÑÆÈ Îß ÊØÊÓ ÐÆÆÐÇÍ ÇÍà ÆÏÊ ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒÊ ã Ê Þà Þ ÐàÊÍÆÈ ÉÏÎ ßÐÑÊ ËÎÍàéÆÊÓÒ ÖÍÊÒé
ÛËÎâÒÊÍÆ ÎÓ ßÐÑÊ ËÇÆÆËÊ ÎÓ ÍÎ ÉÐàÊ ÔÊØÊËÎÛÒÊÍÆ ÎØÊÓ ÆÇÒ Ê î0ÉÎÓÌÇÍà ÛÎÎÓ1ó Þ öÆÏÊÓÈ
Ò Ðâ ÏÐØÊ ÐÕÎØÊ ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒÊÈ ÆÏÓÎÖàÏÎÖÆ ÆÏÊÇÓ ÉÎÓÌÇÍà ËÇØÊÈ Þ

PÐÆÖÓÐËËâã ÉÎÓÌÇÍà ÛÎÎÓ ÛÓÊßÊÓ ÒÎÓÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÆÏÐÍ ÆÏÊ ÒÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ ÉÏÇËÊ
ÆÏÊ ÎÛÛÎÈÇÆÊ ÏÎËÔÈ ßÎÓ ÆÏÎÈÊ É ÇÆÏ ÑÎÍÈÇÈÆÊÍÆËâ ÏÇàÏ ÇÍÑÎÒ ÊÈ Þ æÊÍÑÊ ã ÆÏÊ ÔÇÓÊÑÆ ÊçÊÑÆ
Îß ÐÍ ÇÍÑÓÊÐÈÊÔ ÍÖÒÕÊÓ Îß ÛÎÎÓ ØÎÆÊÓÈ ã ÈÐâ ÔÖÊ ÆÎ ÑÏÐÍàÇÍà ËÐÕÎÓ Ò ÐÓÌÊÆ ÑÎÍÔÇÆÇÎÍÈ ÎÓ
û��rr � �puvz� � � �r�v � � �qp�zqv ������ � � �{�| z{r�� {�r tqptpq{�pu p} s����rv �pq�rqs �s ruvp�rup�szuv �s �u��ruwrv �� {�r rÿtrw{rv vr�qrr p} qrv�s{q���{�pu �u {�r }�{�qr � �p�r�rq � {��s �s � r�puv{�r swptr p} p�q zuz��s�s � �rr �zss�rq � �pvq���r.��pqz � �{pqrs�r{{ru zuv � ���� p{{� ������ }pq zu�u{rqrs{�u� wpu{q���{�pu �u {��s �r�u �

¡ñ



ÒÇàÓÐÆÇÎÍ ã ÇÈ ÆÎ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ �ÏÊÓÊ ÇÈ ÐËÈÎ Ð ÑÎÖÍÆÊÓÐÑÆÇÍà
ÇÍÔÇÓÊÑÆ ÊçÊÑÆ ÑÐÖÈÊÔ Õâ ÆÏÊ ÓÊÔÖÑÆÇÎÍ ÇÍ ÆÏÊ Ò ÊÐÍ ÇÍÑÎÒ Ê ã ÉÏÇÑÏ ËÎÉÊÓÈ ÆÏÊ ßÊÐÈÇÕ ËÊ
ÆÓÐÍÈßÊÓ ËÊØÊË ÐÍÔ ÓÊÔÖÑÊÈ ÆÏÊ Ò ÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ èÈ ÊÍÆÏÖÈÇÐÈÒ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þºú

ÙÊ ÕÓÇÊìâ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÆÏÇÈ ÆÓÐÔÊÎç Þ ÝÖÛÛÎÈÊ Ð ÈÒ ÐËË ßÓÐÑÆÇÎÍ Îß ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ
γ

ÏÐÈ Ð ÑÎÍÈÆÐÍÆ ÇÍÑÎÒÊ ã
ȳP < ȳL

Þ �ÏÊ Ò ÊÐÍ ÇÍÑÎÒÊ ÇÍ ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ ÇÈ ÆÏÊÍ
ȲNM = (1 − γ)Ȳ + γȳP

Þ �ÏÊ ÆÏÓÊÈÏÎËÔ ÐàÊÈ ÐÓÊ ÈÆÇËË àÇØÊÍ Õâ î%ó ã ÖÈÇÍà
ȲNM

ÐÈ
ÔÊ	ÍÊÔ ÐÕÎØÊ ÇÍÈÆÊÐÔ Îß

Ȳ
Þ ÅÍ ÐÍÐËÎàâ É ÇÆÏ î¡òó ÆÏÊ ÛÎØÊÓÆâéÐÔ*ÖÈÆÊÔ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ

ÆÐ× ÑÎÍÔÇÆÇÎÍ ÇÈ

Φ(τ ∗) = (1 − γ) [pθL(τ ∗) + (1 − p)θH(τ ∗)] + γ ≡ 0.5
î¡¡ó

ÉÏÊÓÊ
Φ(τ)

ÇÈ ÑÎÍÆÇÍÖÎÖÈ ÇÍ
γ
Þ ÙÊ ÇËËÖÈÆÓÐÆÊ ÆÏÊ ÛÎÈÈÇÕ ÇËÇÆâ ÆÏÐÆ Ð ÏÇàÏÊÓ

γ
ÑÐÍ ËÊÐÔ

ÆÎ ËÊÈÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍ ÆÏÊ ÑÐÈÊ ÉÏÊÍ
θL(τ ∗) < 1− δ

ÐÍÔ
θH(τ ∗) > 0

Þ Ü ÈÇÍà î¡¡ó ã ÆÏÊ
	 ÓÈÆ ÔÊÓÇØÐÆÇØÊ Îß

Φ(τ ∗)
É ÇÆÏ ÓÊÈÛ ÊÑÆ ÆÎ

γ
ÊØÐËÖÐÆÊÔ ÐÆ

γ = 0
ã ÑÐÍ ÕÊ Ê×ÛÓÊÈÈÊÔ ÐÈ

p
(1 − ρτ ∗)ȳP − ȳL(0)

bL

+ (1 − p)
(1 − ρτ ∗)ȳP − ȳH(0)

bH

.
î¡ñó

�ÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÆÊÍÔÈ ÆÎ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ
γ
Çß

ρτ ∗
ÇÈ ÈÒ ÐËË ã ÉÏÇÑÏ ÇÈ ÆÏÊ ÑÐÈÊ Çß

ÇÍÑÎÒÊ ÔÇçÊÓÊÍÑÊÈ Õ ÊÆÉÊÊÍ àÓÎÖÛÈ ÇÈ ÈÒ ÐËË ÐÍÔ ÒÎÕÇËÇÆâ ÏÇàÏ ã ÐÍÔ
ȳi(0)

ÇÈ ËÎÉ ã ÉÏÇÑÏ
ÇÈ ÆÏÊ ÑÐÈÊ ßÎÓ ÈÒ ÐËË

δ
Þ $ÎÍØÊÓÈÊËâã ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍÇÆÇÐËËâ ÔÊÑÓÊÐÈÊÈ

ÇÍ
γ

Çß
ȳP

ÇÈ ËÊÈÈ ÆÏÐÍ
min{ȳL(0), ȳH(0)}

ã Ç ÞÊ Þã Çß ÆÏÊ ÛÎÎÓ ÐÓÊ ÛÎÎÓÊÓ ÆÏÐÍ ÊØÊÍ ÆÏÊ
âÎÖÍàÊÈÆ

L
ÐÍÔ

H
ØÎÆÊÓÈ Þ îÙ ÏÊÍ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔÈ ÐÓÊ ËÎÍà ã ÆÏÇÈ ÇÈ ÒÎÓÊ ËÇÌÊËâ ÆÎ Õ Ê

ÆÏÊ ÑÐÈÊ Þ Åß
δ = 1

ÇÆ ÇÈ ÐËÉÐâÈ ÆÏÊ ÑÐÈÊ Þó PÎÆÊ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÇÍÑÇÔÊÍÑÊ Îß Û ÊÓÈÇÈÆÊÍÆ ÛÎØÊÓÆâã
ÎÓ ËÎÉ ÛÐâã ÈÊÊÒ È ÆÎ Õ Ê ÏÇàÏÊÓ ÇÍ ÆÏÊ ÜÝ ÐÍÔ ÆÏÊ Ü� ÆÏÐÍ ÇÍ ÎÆÏÊÓ öÚ$� ÑÎÖÍÆÓÇÊÈ
îÈÊÊ öÚ$� ã ¡%%& ã ÑÏÐÛÆÊÓ ñó Þ �ÏÊ ßÎÓÒ ÊÓ ÐËÈÎ ÏÐØÊ ËÊÈÈ Ê×ÆÊÍÈÇØÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ

] ^� �{�c}cxgd cddl�e}gecah

öÖÓ ÒÎÔÊË ÇÒÛËÇÊÈ ÆÏÐÆ ÇÍÑÓÊÐÈÊÔ ÇÍÑÎÒÊ ÒÎÕÇËÇÆâ ßÎÓ
L
éØÎÆÊÓÈ îÆÏÊ Ò Ð* ÎÓÇÆâ àÓÎÖÛó

ÈÏÎÖËÔ ËÊÐÔ ÆÎ ËÊÈÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ ëÖÓÆÏÊÓÒ ÎÓÊ ã åÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ # ÈÖààÊÈÆÈ ÆÏÐÍ ÐÍ ÇÍé
ØÊÓÆÊÔ ÜéÈÏÐÛÊÔ ÓÊËÐÆÇÎÍ ÑÎÖËÔ Ê× ÇÈÆ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÆÓÐÍÈßÊÓÈ ÐÍÔ ÆÏÊ ÓÊËÐÆÇØÊ ÈÇäÊ Îß ÊÔÖÑÐé
û��z. �u � �zv�z � ��z�r� ������ wz�� {��s r rw{ �swz� �rz�z�r � ��r� |pvr� {�r r rw{s p} | ��qz{�pupu qrv�s{q���{�pu zuv rÿz| �ur {�r qr�z{��r �|tpq{zuwr p} {�r z�p�r r rw{s �s�u� vz{z pu r�r�ru~�qptrzu wp�u{q�rs � ��r� �uv {�z{ {�r �swz� �rz�z�r r rw{ �s �|tpq{zu{ zuv | z� vp| �uz{r �

¡ 



ÆÇÎÍÐË àÓÎÖÛÈ Þ ôÊËÎÉ ÉÊ ÆÐÌÊ Ð ÕÓÇÊß ËÎÎÌ ÐÆ ÏÎÉ ÆÏÇÈ ÑÎÒÛÐÓÊÈ É ÇÆÏ ÐÑÆÖÐË ÛÐÆÆÊÓÍÈ
Îß ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ã ÊÔÖÑÐÆÇÎÍ ÐÍÔ ÒÎÕÇËÇÆâÞ

ÙÊ ÏÐØÊ ÔÐÆÐ ÎÍ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ã ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÊÔÖÑÐÆÇÎÍ ßÎÓ ñò öÚ$� ÑÎÖÍÆÓÇÊÈ Þº
�ÏÊ ËÊØÊË Îß ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ î

τ
ÇÍ ÆÏÊ Ò ÎÔÊËó ÇÈ Ò ÊÐÈÖÓÊÔ ÐÈ �¬µ´ª¸ « ©¸ª¦´ ®�[ ®£ª³¬¯®

¦« [ ®¯¸®£³¦� ® ©X ��� ã ßÎÓ öÚ$� ÑÎÖÍÆÓÇÊÈ ßÎÓ ÆÏÊ âÊÐÓ ¡%%& îïÎÒÐÍ ÊÆ ÐË Þ !ñòò ¡"ó Þ
öÖÓ ÒÎÕÇËÇÆâ Ò ÊÐÈÖÓÊ ÇÈ n¨ ® [ ®¯¸®£³¦� ® ª£ ¸¯®¦« ® ª£ ª£ ¸©¥ ® §¨ ®£ ¥ ©·ª£� X ¯©¥ Y¬ª£³ª´®
° ³© Y¬ª£³ª´® � ÇÍ ÆÏÊ Ò ÐÓÌÊÆ ÇÍÑÎÒÊ ÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ã ÐÍÔ ÇÈ ÖÍßÎÓÆÖÍÐÆÊËâ ÍÎÆ àÓÎÖÛé
ÈÛ ÊÑÇ	Ñ Þº� �ÏÊ ÛÓÎÛÎÓÆÇÎÍ Îß

L
éÆâÛ ÊÈ î

p
ÇÍ ÆÏÊ ÒÎÔÊËó ÇÈ Ò ÊÐÈÖÓÊÔ ÐÈ ÆÏÊ Û ÊÓÑÊÍÆÐàÊÈ

É ÇÆÏ �®«« ³¨¦£ ¬[[ ®¯ « ®¸©£¦¯¤ ÐÍÔ �[[ ®¯ « ®¸©£¦¯¤ ÊÔÖÑÐÆÇÎÍ îöÚ$� ã ¡%%ùó Þ
÷Í öøÝ ÓÊàÓÊÈÈÇÎÍ Îß ÈÎ ÑÇÐË ÈÛ ÊÍÔÇÍà ÎÍ ÇÍÑÎÒÊ ÒÎÕÇËÇÆâã ÆÏÊ ÛÓÎÛ ÎÓÆÇÎÍ Îß ÖÍÊé

ÔÖÑÐÆÊÔ ã ÐÍÔ ÆÏÇÈ ØÐÓÇÐÕËÊ ÈáÖÐÓÊÔ ã â ÇÊËÔÈ ÆÏÊ ßÎËËÎÉ ÇÍà ÓÊÈÖËÆÈ Þ

τ = − 63.701
(−1.24)

− 2.443
(−2.17)

b + 2.787
(2.19)

p − 0.019
(−2.16)

p2

ÉÏÊÓÊ ÆéØÐËÖÊÈ ÐÓÊ ÇÍ ÛÐÓÊÍÆÏÊÈÊÈ Þ �ÏÊ ÈÇàÍÈ Îß ÐËË ÆÏÓÊÊ ÑÎÊí ÑÇÊÍÆÈ ÐÓÊ ÑÎÍÈÇÈÆÊÍÆ
É ÇÆÏ ÆÏÊ ÛÓÊÔÇÑÆÇÎÍÈ Îß ÆÏÊ ÒÎÔÊË àÇØÊÍ ÆÏÐÆ

b
ÇÈ ÆÐÌÊÍ ÆÎ Ò ÐÇÍËâ ÓÊìÊÑÆ Ò ÎÕÇËÇÆâ

ÐÒÎÍà
L
éÆâÛ ÊÈ ã

bL

Þº�

� � 75Ã¾À¿�7 � 5¿ÄÀÁ� �½Á �6�À� Ä��

ÅÍ Ð ËÇßÊéÆÇÒ Ê ÛÊÓÈÛ ÊÑÆÇØÊ ã
H

éÐàÊÍÆÈ ÐÓÊ ÑËÊÐÓËâ Õ ÊÆÆÊÓ Îç É ÇÆÏ ÍÎ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ ÝÇÍÑÊ
ÆÐ×ÐÆÇÎÍ ÇÈ ÑÎÈÆËâ ÐÍÔ ÈÏÎÓÆ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔÈ ÇÍÔÖÑÊ ÈÆÓÎÍà ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍÑÊÍÆÇØÊÈ ã
û���r wp�u{q�rs zqr ��s{qz��z � ��s{q�z � �r����| � ozuzvz � o.rw� �rt����w � yru|zq� � � �u �zuv ��qzuwr � �rq| zu�� �qr�zuv � �{z��� ��ÿr|�p�q� � � rÿ�wp � �r{�rq�zuvs � �pq�z�� -pq{��z� � �tz�u � ��r�vru � �� zuv �� �û��r �sr vrw��r vz{z }qp| {�r � �y~� �pq�v �uwp|r �urý�z��{� yz{z�zsr ��{{t x����� �� �vrq ��u� �rv�����v����v ��{| �{�r s�zqrs zqr rs{�| z{rv }qp| ��ÿr|�p�q� �u�wp| r �{�v� vz{z � � �pq sp| r wp�u{q�rs vz{z �s up{ z�z��z��r z}{rq ���� � zuv }pq wp||rus�qz����{��r �z�r w�psru z�z��z� �r �rzqs � r{�rru ������� � �p�r�rq � z | rzs�qr {�z{ wzt{�qrs �p{� v� rqruwrs�u {qzus�{�pu tqp�z����{�rs zuv {�r | z�u�{�vr p} �uwp| r w�zu�rs �p��v �z�r � rru �r{{rq � �qzus�{�putqp�z����{�rs � r{�rru rý�z��� �v{� rzqu�u�s �zuvs �vr�urv zs tqptpq{�pus p} {�r | rv�zu �z�r� �zs{� �s }rz{�qr ��{ �s pu�� z�z��z��r }pq s�ÿ wp�u{q�rs � ��rr �~oy � ���� � w�zt{rq �� � ��uwr {�r ý� �u{��r{qzus�{�pu tqp�z����{�rs zqr ý��{r s�| ��zq � r{�rru wp�u{q�rs �r �z�r �us{rzv w�psru {p pu �� | rzs�qr{�r �uwp| r v� rqruwrs � r{�rru {�r ý��u{��rs �û��u}pq{�uz{r�� �r vp up{ �z�r �qp�t st rw��w |p����{� | rzs�qrs � ��rqr zqr wp�u{q� s{�v�rs p}rv�wz{�pu st rw��w z�r�rzqu�u�s tqp� �rs ��{ wqpss�wp�u{q� wp|tzq�spus zqr tqp��r|z{�w � ��rr � r �� ��

� q�ur��p � op| � � ���� �� ��uwr {�r tqptpq{�pu � �{� �p� rv�wz{�pu �s �rurqz��� ý��{r �zq�r �{�rz�rqz�r �s �� ��� � �r �u{rqtqr{ {�r | rzs�qr zs | z�u�� qr�rw{�u� �uwp| r |p����{� }pq �uv���v�z�s � �{��p� rv�wz{�pu �
¡(



ÆÏÇÈ ÑÎÖËÔ Û ÊÓÏÐÛÈ ÐËÈÎ Õ Ê ÆÓÖÊ ßÎÓ
L
éÐàÊÍÆÈ Þ æÎÉÊØÊÓ ã ÆÏ ÇÈ ÇÈ ÍÎÆ ÆÏÊ ÑÐÈÊ Þ

RFLSLTCMCLH � n¨ ® �oª£ª·ª¬¦´ �« ´ªX ®o³ª¥ ® ª£ ¸©¥ ® ª« ¨ ª�¨ ®¯ § ª³¨ ®Y¬ª´ªµ¯ª¬¥ ¯®ª«o
³¯ªµ¬³ª©£ ³¨¦£ §ª³¨ £© ¯®ª«³¯ªµ¬³ª©£ ¹
åÓÎÎß 9 ÷Í

L
éÐàÊÍÆ èÈ ËÇßÊéÆÇÒ Ê ÐßÆÊÓéÆÐ× ÇÍÑÎÒ Ê ÛËÖÈ ÆÓÐÍÈßÊÓÈ ã

(1−τ)ȳL+τ(1− ρτ∗

2
)Ȳ =

1
2
(Ȳ + ȳL(θL(τ ∗)))

ã Ê×ÑÊÊÔÈ ÏÊÓ àÓÎÈÈ ËÇßÊ ÆÇÒ Ê ÇÍÑÎÒÊ ã
ȳL

ã ÈÇÍÑÊ
θL(τ ∗) > 1

2

Þ
�

�ÏÊ ÒÊÔÇÐÍ
L
éØÎÆÊÓ ÇÈ Îß ÐÕÎØÊéÐØÊÓÐàÊ ÐàÊ ÐÍÔ ÏÐÈ ÐÍ ÇÍÑÎÒ Ê ÐÕÎØÊ

ȳL

Þ Åß
τ ∗ > 0ÆÏÇÈ ØÎÆÊÓ ÎÕØÇÎÖÈËâ àÐÇÍÈ ßÓÎÒ ÆÐ×ÐÆÇÎÍ Þ ÝÇÍÑÊ ÆÏÊ ÍÊÆ àÐÇÍ ßÓÎÒ ÆÐ×ÐÆÇÎÍ ÔÊÑÓÊÐÈÊÈ

ËÇÍÊÐÓËâ É ÇÆÏ ÐàÊ ã ÆÏÊ ÐààÓÊàÐÆÊ àÐÇÍÈ ßÎÓ ÆÏÊ âÎÖÍàÊÓ
L
éØÎÆÊÓÈ ÎÖÆÉÊÇàÏ ÆÏÊ ÐààÓÊàÐÆÊ

ËÎÈÈÊÈ ßÎÓ ÆÏÊ ÎËÔÊÓ Þ î$ÎÍÑÐØÊ ÐàÊéÊÐÓÍÇÍàÈ ÛÓÎ	 ËÊÈ ÐÓÊ ËÇÌÊËâ ÆÎ ÐÑÑÊÍÆÖÐÆÊ ÆÏÇÈ ÊçÊÑÆ Þó
�ÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÈ ÇÍìÖÊÍÑÊÔ Õâ ÆÏÊ ÔÖÓÐÆÇÎÍ Îß ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇØÊ ÛÎËÇé

ÑÇÊÈ ã ÎÓ ÆÏÊ ËÊÍàÆÏ Îß ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ ã
δ
Þ ÷ È ÉÎÖËÔ ÕÊ Ê×ÛÊÑÆÊÔ ã Ð ËÎÍàÊÓ ÆÇÒ Ê

ÏÎÓÇäÎÍ ÆÊÍÔÈ ÆÎ ÔÊÑÓÊÐÈÊ ÇÍÑÎÒÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þº) ÝÛÊÑÇ	ÑÐËËâã
RFLSLTCMCLH �

τ ∗
®¸¯®¦« ®« ª£

δ
¦£ «³¯ª¸³´¤ « © X ©¯

θH(τ ∗) > 0
¦£� ©¯

θL(τ ∗) < 1−δ
¹

åÓÎÎß 9 ÅÍ ÆÏÊ ÷ÛÛÊÍÔÇ× Þ
÷Í ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ

δ
ÐËÈÎ ÐçÊÑÆÈ ÆÏÊ ÑÎÒÛÎÈÇÆÇÎÍ Îß ÆÏÊ ØÎÆÊÓ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ

ÅÆ ÓÐÇÈÊÈ ÆÏÊ Û ÊÓÇÎÔ ÇÍÑÎÒ Ê ã ÉÏÇÑÏ ÓÊÔÖÑÊÈ
θi

ã ÕÖÆ ÆÏÊ ÔÊÑÓÊÐÈÊ ÇÍ
τ

îåÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ &ó
ÏÐÈ Ð ÛÎÈÇÆÇØÊ ÇÍÔÇÓÊÑÆ ÊçÊÑÆ ÎÍ

θi

Þ �ÏÊ ËÐÆÆÊÓ ÊçÊÑÆ ÇÈ ÈÆÓÎÍàÊÓ ßÎÓ
L
éÆâÛ ÊÈ ã ÉÏÎÈÊ

ÐàÊéÊÐÓÍÇÍàÈ ÛÓÎ	 ËÊÈ ÐÓÊ ËÊÈÈ ÈÆÊÊÛ Þ ÝÇÍÑÊ
Φ(τ ∗) = 0.5

ÇÍ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ã ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ
θLÐÍÔ

θH

ÒÖÈÆ ÏÐØÊ ÎÛÛÎÈÇÆÊ ÈÇàÍÈ Þ �ÏÖÈ ã
θL

ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ ÐÍÔ
θH

ÔÊÑÓÊÐÈÊÈ ÇÍ
δ
Þ îÅß ÍÎ

H
éÆâÛ Ê ÈÖÛÛÎÓÆÈ

τ ∗
ÆÏÊÍ

Φ (τ ∗) = pθL(τ ∗)
ÐÍÔ

δ
É ÇËË ÍÎÆ ÐçÊÑÆ

θL(τ ∗)
ó Þ ëÎÓÒ ÐËËâã

�LFL��@F� A
θH(τ ∗)

«³¯ª¸³´¤ ®¸¯®¦« ®« ¦£
θL(τ ∗)

«³¯ª¸³´¤ ª£ ¸¯®¦« ®« ª£
δ

X ©¯
δ

«¬ ¸¨
³¨¦³

θH(τ ∗) > 0.

åÓÎÎß 9 ÅÍ ÆÏÊ ÷ÛÛÊÍÔÇ× Þ
ÙÊ ÑÎÖËÔ ÈÐâ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ËÎÍàÊÓ ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔÈ ã ÆÏÊ ÒÎÓÊ ÆÏÊ ÔÇØ ÇÔÇÍà ËÇÍÊ ÇÍ

ÆÏÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍÐË ÑÎÍì ÇÑÆ àÎÊÈ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÈÌÇËËéàÓÎÖÛÈ îÑËÐÈÈÊÈó ã ÉÏÇËÊ É ÇÆÏ ÈÏÎÓÆÊÓ
ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔÈ ÆÏÊ ÔÇØ ÇÔ ÇÍà ËÇÍÊ àÎÊÈ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÐàÊ àÓÎÖÛÈ îàÊÍÊÓÐÆÇÎÍÈó Þ
û,���s qrs��{ �s s�| ��zq {p {�z{ �u tqptps�{�pu � �u ��uz�p� zuv �� ���� �� �

¡#



æÎÉ ã ÆÏÊÍ ã ÔÎÊÈ ÆÏÊ ËÊÍàÆÏ Îß ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ ÐçÊÑÆ ÆÏÊ ÉÊËßÐÓÊ Îß ÆÏÊ ÔÇçÊÓÊÍÆ
àÓÎÖÛÈ� åÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ ; ÆÊËËÈ ÖÈ ÆÏÐÆ

L
éÆâÛ ÊÈ ÐÓÊ Õ ÊÆÆÊÓ Îç É ÇÆÏ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ÓÊÔÇÈÆÓÇé

ÕÖÆÇÎÍ ÆÏÐÍ É ÇÆÏ £© ¯®ª«³¯ªµ¬³ª©£ ÕÖÆ ÇÈ ÈÇËÊÍÆ ÐÕÎÖÆ ÉÏÊÆÏÊÓ ÒÎÓÊ ã ÎÓ ÈËÇàÏÆËâ ËÊÈÈ ã
ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÉÎÖËÔ ÕÊ ÊØÊÍ ÕÊÆÆÊÓ Þ æÎÉÊØÊÓ ã ÆÏÊ ÓÊÈÖËÆÈ ã ÇÍ $ÎÓÎËËÐÓâ ñ ÕÊËÎÉ ã ÐÓÊ
ÇÍ ËÇÍÊ É ÇÆÏ åÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ ; Þ
�LFL��@F� m  ©¯

τ ∗ > 0
² ³¨ ® ´ªX ®o³ª¥ ® ª£ ¸©¥ ® X ©¯ � o¦� ®£³« ®¸¯®¦« ®« ª£

δ
¹ n¨ ®

´ªX ®o³ª¥ ® ª£ ¸©¥ ® X ©¯ ¡ o¦� ®£³« ª£ ¸¯®¦« ®« ª£
δ
¹

åÓÎÎß 9 ÅÍ ÆÏÊ ÷ÛÛÊÍÔÇ× Þ
�ÏÖÈ ã ÆÏÊ àÓÎÖÛÈ ÏÐØÊ ÔÇÐÒ ÊÆÓÇÑÐËËâ ÎÛÛÎÈÇÍà ÇÍÆÊÓÊÈÆÈ ÑÎÍÑÊÓÍÇÍà ÆÏÊ ËÊÍàÆÏ Îß ÆÏÊ
ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ Þ

Ü ËÆÇÒ ÐÆÊËâ ÆÏÊ ËÊÍàÆÏ Îß ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ ÇÈ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊÔ ÇÍ Ð ÛÎËÇÆÇÑÐË ÛÓÎÑÊÈÈ ã
ÉÏÊÓÊ ÐËÈÎ ÑÎÍÈÇÔÊÓÐÆÇÎÍÈ ÈÖÑÏ ÐÈ ÛÎËÇÆÇÑÐË ÐÑÑÎÖÍÆÐÕÇËÇÆâ ÐÓÊ ËÇÌÊËâ ÆÎ Õ Ê ÇÒÛÎÓÆÐÍÆ Þ
ôÊËÎÉ ÉÊ Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÆÏÇÈ ÑÏÎÇÑÊ ã ÕÖÆ ßÎ ÑÖÈ Ê×ÑËÖÈÇØÊËâ ÎÍ ÆÏÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇØÊ ÐÈÛ ÊÑÆÈ Þ
$ÎÍÈÇÔÊÓ ÐÍ Ê×ÆÊÍÈÇÎÍ Îß ÆÏÊ ÒÎÔÊË ÉÏÊÓÊ ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐÆÊ 	 ÓÈÆ ßÐÑÊÈ Ð ÎÍÑÊéÐÍÔéßÎÓéÐËË
ØÎÆÊ ÎÍ

δ
ÐÍÔ ÆÏÊÍ ØÎÆÊÈ ÎÍ

τ
ÇÍ ÈÖÕÈÊáÖÊÍÆ ÊËÊÑÆÇÎÍÈ Þ öÍÑÊ

δ
ÇÈ ÈÊÆ ã

τ ∗
É ÇËË Õ Ê ÆÏÊ

ÈÐÒ Ê ÇÍ ÐËË ßÖÆÖÓÊ ÊËÊÑÆÇÎÍÈ Þ æÊÍÑÊ ã ÉÏÊÍ ØÎÆÇÍà ÎÍ
δ
ÐàÊÍÆÈ ÐÓÊ ÑÎÍÑÊÓÍÊÔ É ÇÆÏ ÆÏÊ

ÊçÊÑÆ ÎÍ ÆÏÊ ¯®¥ ¦ª£ª£� ´ªX ®³ª¥ ® ÇÍÑÎÒ Ê îÓÐÆÏÊÓ ÆÏÐÍ ÆÏÊ Û ÊÓÇÎÔ ÇÍÑÎÒ Ê ã ÊáÖÐÆÇÎÍ î;óó Þ

ῩRL
i (τ ∗(δ), θ) = (1 − τ ∗(δ))

1

1 − θ

∫ 1

θ

yi(t) dt + τ ∗(δ)(1 −
ρτ ∗(δ)

2
)Ȳ

�ÏÊ ÒÐÓàÇÍÐË ÊçÊÑÆ Îß Ð ÏÇàÏÊÓ
δ

ÎÍ
ῩRL

i (τ ∗(δ), θ)
ÇÈ Ð ÛÓÎÔÖÑÆ Îß ÆÉÎ ßÐÑÆÎÓÈ ã

∂ῩRL
i /∂τ

ÐÍÔ
∂τ ∗/∂δ

Þ ÝÇÍÑÊ
ῩRL

i (τ ∗(δ), θ) ≥ Ῡi(τ, θ)
ÆÏÊ 	ÓÈÆ ßÐÑÆÎÓ ÇÈ ÍÊàÐÆÇØÊ

ßÎÓ ÆÏÊ Ò ÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ Þ �ÏÖÈ ßÎÓ
∂τ ∗/∂δ < 0

îåÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ &ó ÆÏÊ ÛÓÎÔÖÑÆ ÇÈ ÈÆÓÇÑÆËâ
ÛÎÈÇÆÇØÊ Þ �ÏÇÈ Ò ÊÐÍÈ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÑÎÍÈÆÇÆÖÆÇÎÍÐËËâ ÈÊËÊÑÆÊÔ

δ
ÒÖÈÆ Õ Ê ÈÖí ÑÇÊÍÆËâ ËÎÍà ßÎÓ

θH(τ ∗) = 0
ÐÍÔ

θL(τ ∗) ≥ 1 − δ
Þ ÷Íâ ÈÖÑÏ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ â ÇÊËÔÈ ÆÏÊ ÈÐÒ Ê ÔÊàÓÊÊ

Îß ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÐÈ Çß ÆÏÊ ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔ ÏÐÔ ÑÎØÊÓÊÔ ÆÏÊ ÓÊÒ ÐÇÍÇÍà ËÇßÊéÈÛÐÍ ßÎÓ ÐËË
ØÎÆÊÓÈ Þ ÅÍ ÈÖÒ ã
RFLSLTCMCLH ¢ UªV n¨ ®¯® ®� ª«³« ¦

δ
«¬ ¸¨ ³¨¦³

τ ∗(δ) = τ ∗(1)
X ©¯

δ ∈ [δ, 1]
¹ UªªV n¨ ®

®Y¬ª´ªµ¯ª¬¥
δ ≥ δ

¹
åÓÎÎß 9 ÅÍ ÆÏÊ ÷ÛÛÊÍÔÇ× Þ

¡;



æÊÍÑÊ ã ÑÎÍÈÆÇÆÖÆÇÎÍÐË ØÎÆÇÍà ÓÊÈÖËÆÈ ÇÍ ØÊÓâ ËÎÍà ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔÈ ÐÍÔ Ð ËÎÉ ËÊØÊË Îß
ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ �ÏÇÈ ÎÖÆÑÎÒÊ ÇÈ ÍÎÆ ßÐØÎÓÐÕËÊ ßÎÓ

L
éÆâÛ ÊÈ Þ �ÏÊ ÓÊÐÈÎÍ ÇÆ ÈÆÇËË ÓÊÑÊÇØÊÈ

ÆÏÊ ÍÊÑÊÈÈÐÓâ ÈÖÛÛÎÓÆ ÇÈ ã Îß ÑÎÖÓÈÊ ã ÆÏÐÆ ÆÏÊ Ò ÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ ÇÈ ÐÍ ÎËÔÊÓ
L
éÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË

ÉÏÎ ÏÐÈ ÍÎ ÇÍÑÊÍÆÇØÊÈ ÆÎ ÆÐÌÊ ÑÐÓÊ Îß ÆÏÊ ÉÊËßÐÓÊ Îß ÑÎÒ ÇÍà àÊÍÊÓÐÆÇÎÍÈ Îß
L
éÐàÊÍÆÈ Þ

£ ¤5¾Ä¿56 5½¾

�ÏÊ ÐÈÈÖÒÛÆÇÎÍ ÆÏÐÆ ÊÐÓÍÇÍàÈ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÆÏÓÎÖàÏÎÖÆ ÆÏÊ ØÎÆÊÓ èÈ ËÇßÊéÈÛÐÍ ÔÎÊÈ ÍÎÆ ÐÑé
ÑÎÓÔ É ÇÆÏ ÆÏÊ ßÐÑÆ ÆÏÐÆ Û ÊÎÛËÊ ÔÎ ÓÊÆÇÓÊ Þ ôÊËÎÉ ÉÊ ÈÆÖÔâ Ð ÒÐÍÔÐÆÎÓâ ßÖËËâ ßÖÍÔÊÔ
ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÈâÈÆÊÒ ÉÏÊÓÊ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË Õ ÊÍÊ	ÆÈ ÐÓÊ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊÔ Õâ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË ÑÎÍÆÓÇÕÖé
ÆÇÎÍÈ ÐÍÔ ÆÏÊ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÐàÊ Þ ïÊÆÇÓÊÊÈ Ò Ðâ ßÐØÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÐÍÔ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ
ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÔÊÛÊÍÔÈ ÎÍ ÆÏÊ ÈÇäÊ Îß Õ ÊÍÊ	ÆÈ Þ ÙÊ ßÎÑÖÈ ÎÍ ÏÎÉ ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ ÑÎÍÆÓÇÕÖé
ÆÇÎÍÈ ÐÍÔ ÆÏÊ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÐàÊ ÐçÊÑÆ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ

øÊÆ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ Õ ÊÍÊ	ÆÈ Õ Ê 	ÍÐÍÑÊÔ Õâ ìÐÆ ÔÊÔÖÑÆÇÎÍÈ ã
di

ã ßÓÎÒ ÐàÊÍÆÈ è ÆÐ×ÐÕËÊ
ÇÍÑÎÒÊ ÆÏÓÎÖàÏÎÖÆ ÆÏÊÇÓ ÉÎÓÌÇÍà ËÇØÊÈ ã Ç ÞÊ Þ

yi(θ) = ai + biθ−di

Þ ÷ÑÑÖÒÖËÐÆÊÔ ÈÐØÇÍàÈ
ÐÓÊ ÛÐÇÔ ÎÖÆ ßÓÎÒ ÆÏÊ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÐàÊ ã

r
ã ÐÈ Ð ìÐÆ ÆÐ×ÐÕËÊ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÇÍÑÎÒ Ê

di
r

1−r

Þ
ëÎÓ ÇÍÑÎÒÊÈ ÆÎ ÓÊÒ ÐÇÍ ÍÎÍéÍÊàÐÆÇØÊ ÉÊ ÓÊáÖÇÓÊ ÆÏÐÆ

ai > di

Þ ëÎÓ ÈÇÒÛËÇÑÇÆâ ÉÊ ÐÈÈÖÒ Ê
ÆÏÐÆ

δ = 1
Þ PÎÉ ã ÆÏÓÊÊ àÓÎÖÛÈ ÐÓÊ ÛÎÆÊÍÆÇÐËËâ ÇÍ ßÐØÎÓ Îß ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ã âÎÖÍà

L
éÆâÛ ÊÈ

ÐÍÔ ÐàÊÍÆÈ Îß ÕÎÆÏ ÆâÛÊÈ ÐÛÛÓÎÐÑÏÇÍà ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ îÉÏÊÍ
δ = 1

ã
θH(τ ∗) = 0

ó Þ

BCDEF> m @JLEM N>F>

�ÏÊ ÆÐ× ÕÐÈÊ ÔÊÛ ÊÍÔÈ ÎÍ ÆÏÊ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÐàÊ 9
Ȳ (r) = rp(aL + bL

2
r)+ r(1−p)(aH +

bH

2
r)

Þ �ÏÊ ÐØÊÓÐàÊ ßÖÆÖÓÊ ÇÍÑÎÒÊ Îß ÐÍ ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐË ÇÈ îÑ Þß Þ ÆÏÊ ÈÊÑÎÍÔ ÑÐÈÊ ÇÍ î#óó ã

ȳi(θ) =











1
1−θ

[(

ai + bi

2
(r + θ)

)

(r − θ) + diθ
] Çß

θ ≤ r

dir
1−r

Çß
θ > r

î¡ ó

ÉÏÇÑÏ ÇÈ ÈÆÓÇÑÆËâ áÖÐÈÇéÑÎÍÑÐØÊ ÇÍ
θ
Þº+ ÝÇÍÑÊ ÓÊÆÇÓÊÊÈ Ò Ðâ ÐËÈÎ ÈÆÓÇÑÆËâ ßÐØÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇé

ÕÖÆÇÎÍ ã ÐÍÔ Õâ ÑÎÍÆÇÍÖÇÆâ ÈÎÒ Ê ÇÍÔÇØ ÇÔÖÐËÈ ÑËÎÈÊ ÆÎ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ã ÆÏÊÓÊ Ò Ðâ Ê× ÇÈÆ ÆÉÎ
û/

∂ȳi

∂θ
= 1

1−θ
[ȳi − ai − biθ + di]

zuv ∂2ȳi

∂θ2 = 1

1−θ
[2∂ȳi

∂θ
− bi]

¡&



ÖÛÛÊÓ ÆÏÓÊÈÏÎËÔ ÐàÊÈ ã
θR

L (τ)
ÐÍÔ

θR
H(τ)

ÓÊÈÛ ÊÑÆÇØÊËâã ÐÕÎØÊ ÉÏÇÑÏ ÐàÊÍÆÈ ßÐØÎÓ Ò ÎÓÊ
ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ ÷ ËË ÆÏÓÊÈÏÎËÔÈ ÐÓÊ ÇÒÛËÇÑÇÆËâ ÔÊ	ÍÊÔ Õâ

(1 − ρτ)Ȳ (r) = ȳi(θ)
î¡( ó

�ÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÈ
Φ(τ) = p[θL(τ) + 1 − θR

L (τ)] + (1 − p)[1 − θR
H(τ)]

Þ
�ÏÖÈ ÊçÊÑÆÈ ÆÏÐÆ ÇÍÑÓÊÐÈÊ

θL(τ)
ÐÍÔ ÔÊÑÓÊÐÈÊ

θR
L (τ)

ÐÍÔ
θR

H(τ)
ÇÍÑÓÊÐÈÊ

τ ∗
Þ

ÙÊ ÍÎÉ Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ Îß ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÈÐØÇÍàÈ ã
di

ã ÎÍ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ æ ÇàÏÊÓ
ÑÎÍÆÓÇÕÖÆÇÎÍÈ ÓÊÔÖÑÊ ÆÏÊ ÔÇÈÛÎÈÐÕËÊ ÇÍÑÎÒÊ Îß ÆÏÎÈÊ ÉÏÎ ÉÎÓÌ ÉÏÇËÊ Ò ÐÌÇÍà ÓÊÆÇÓÊÊÈ
Õ ÊÆÆÊÓ Îç Þ $ÎÍÈÊáÖÊÍÆËâã

θL

ÔÊÑÓÊÐÈÊÈ ÉÏÇËÊ ÆÏÊ ÖÛÛÊÓ ÆÏÓÊÈÏÎËÔÈ ÇÍÑÓÊÐÈÊ Þ æÊÍÑÊ ã
RFLSLTCMCLH ¥ n¨ ® ®Y¬ª´ªµ¯ª¬¥ ³¦� ®¸¯®¦« ®« ª£ [ ®£«ª©£ ¸©£³¯ªµ¬³ª©£« ¹
åÓÎÎß 9 ÅÍ ÆÏÊ ÷ÛÛÊÍÔÇ× Þ

PÎÉ ã ËÊÆ ÖÈ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ Îß ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ ÆÏÊ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÐàÊ Þ ÷ ÏÇàÏÊÓ ÓÊÆÇÓÊé
Ò ÊÍÆ ÐàÊ ÓÐÇÈÊÈ ÆÏÊ Û ÊÓÇÎÔ îËÇßÊéÆÇÒ Êó ÇÍÑÎÒÊÈ ã

ȳi(θ)
ã ßÎÓ ÐËË ØÎÆÊÓÈ ã ÕÖÆ ÇÆ ÐËÈÎ ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ

ÆÏÊ ÆÐ× ÕÐÈÊ ã
Ȳ

Þ �ÏÊ ÍÊÆ ÊçÊÑÆ ÎÍ ÆÏÊ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ÆÐ× ÑÐÍÍÎÆ Õ Ê ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊÔ Þ ôÊËÎÉ
ÉÊ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ ÎÍ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍ ÆÏÊ ÔÇçÊÓÊÍÆ àÓÎÖÛÈ Þ
RFLSLTCMCLH A¦ ¢£ ª£ ¸¯®¦«® ª£

r
«³¯ª¸³´¤ ª£ ¸¯®¦« ®«

θR
H

¹ n¨ ® «¬[[ ©¯³ X ©¯ ¯®ª«³¯ªµ¬o
³ª©£ ª£ ³¨ ® �o� ¯©¬[ ²

θL(τ) + 1 − θR
L (τ)

² ¥ ¦¤ ª£ ¸¯®¦« ® ©¯ ®¸¯®¦« ® µ¬³ µ©³¨
θL

¦£
θR

L¸¦££©³ ®¸¯®¦« ®¹
åÓÎÎß 9 ÅÍ ÆÏÊ ÷ÛÛÊÍÔÇ× Þ
�ÏÊ 	 ÓÈÆ ÓÊÈÖËÆ ßÎËËÎÉ È ÈÇÍÑÊ ßÎÓ

H
éÆâÛ ÊÈ Ð ÏÇàÏÊÓ

r
ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ ÆÏÊ ÇÍÑÎÒ Ê ÒÎÓÊ ÆÏÐÍ

ÆÏÊ ÆÐ× ÕÐÈÊ Þ ëÎÓ
L
éÆâÛ ÊÈ ã Ð ÏÇàÏÊÓ

r
ÕÊÍÊ	ÆÈ ÎËÔ ØÎÆÊÓÈ Ò ÎÓÊ ÆÏÐÍ âÎÖÍà ÎÍÊÈ Þ

§ ¨½ �©5 Ä½© ª�ª�«ªÀÀ6

� ÊÒ ÎàÓÐÛÏÇÑ ÑÏÐÍàÊÈ ã ÈÖÑÏ ÐÈ ÕÐÕâéÕ ÎÎÒ È ã ÔÊÑËÇÍ ÇÍà ÍÐÆÇØ ÇÆâ ÐÍÔ ÉÐÓÈ ÐËÆÊÓ ÆÏÊ ÐàÊ
ÈÆÓÖÑÆÖÓÊ Îß ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ ÐÍÔ ÏÐØÊ ÊÑÎÍÎÒ ÇÑ ÐÍÔ ÛÎËÇÆÇÑÐË ÊçÊÑÆÈ ÆÏÐÆ ÊØÎËØÊ ÐÍÔ
ÑÏÐÍàÊ ÎØÊÓ ÆÇÒ Ê Þ öÍÊ ÑÖÓÓÊÍÆËâ ÒÖÑÏ ÔÇÈÑÖÈÈÊÔ ÇÈÈÖÊ ÇÈ ÉÏÐÆ ÊçÊÑÆ ÆÏÊ ÐàÊÇÍà Îß
ÆÏÊ ¡%(òÈ ÕÐÕâéÕÎÎÒ É ÇËË ÏÐØÊ ÎÍ ÉÊËßÐÓÊ ÈÆÐÆÊ ÐÓÓÐÍàÊÒ ÊÍÆÈ Þ ôÊËÎÉ ÉÊ Ê×ÐÒ ÇÍÊ
ÏÎÉ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇØÊ ÛÎËÇÑÇÊÈ ÇÈ ÐçÊÑÆÊÔ Õâ Ð ÕÐÕâéÕÎÎÒ ÇÍ ÎÖÓ ÒÎÔÊË Þ

¡ù



ÙÊ ÐÕÈÆÓÐÑÆ ßÓÎÒ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÇÍ ÆÏÊ ÐÍÐËâÈÇÈ ÕÖÆ ÛÓÎØÇÔÊ Ð ÈÇÒ ÛËÊ ÍÖÒ ÊÓÇÑÐË Ê×ÐÒÛËÊ
ÑÎÍÑÊÓÍÇÍà ÆÏÊ ÆÇÒ ÇÍà Îß ÉÊËßÐÓÊ ÈÆÐÆÊ ÓÊßÎÓÒ È ã ÉÏÊÓÊ ÉÊ ÆÐÌÊ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÇÍÆÎ ÐÑÑÎÖÍÆ Þ

÷ ÕÐÕâéÕÎÎÒ àÇØÊÈ ÇÍÑÓÊÐÈÊÔ ÛÎËÇÆÇÑÐË ÑËÎÖÆ ÆÎ ÇÆÈ ÐàÊ àÓÎÖÛ ã ÐÍÔ ÐÈ ÆÏÊ àÓÎÖÛ ÐàÊÈ ã
ÇÆÈ ÆÐÈÆÊ ßÎÓ ÇÍÑÎÒÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÈÖÕÈÇÔÊÈ Þ æÎÉÊØÊÓ ã ÆÏÊ ÓÇÈÇÍà ÇÍÑÎÒÊÈ Îß ÆÏÊ ÕÐÕâé
ÕÎÎÒÊÓÈ ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ ÆÏÊ ÆÐ× ÕÐÈÊ ÐÍÔ Ò ÐÌÊ ÎÆÏÊÓÈ ÒÎÓÊ ÇÍÆÊÓÊÈÆÊÔ ÇÍ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ
�ÏÊ ÇÍÆÊÓÐÑÆÇÎÍ ÕÊÆÉÊÊÍ ÆÏÊÈÊ ÊçÊÑÆÈ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊÈ ÏÎÉ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ
ÑÏÐÍàÊÈ ÎØÊÓ ÆÇÒ Ê Þ

�Î ÈÇÒÛËÇßâ ÆÏÊ ÐÍÐËâÈÇÈ ÉÊ ÐÈÈÖÒÊ ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÕÐÕâéÕÎÎÒ ÎÑÑÖÓÈ ÐÆ Ð ÈÇÍàËÊ ÛÎÇÍÆ ÇÍ
ÆÇÒ Ê ÐÍÔ ÆÏÐÆ ÇÆ ÑÎÍÈÆÇÆÖÆÊÈ Ð ßÓÐÑÆÇÎÍ ã

γ
ã Îß ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ Þ �ÏÊ ÛÓÎÛÎÓÆÇÎÍÈ Îß

L
ÐÍÔ

H
éÇÍÔÇØ ÇÔÖÐËÈ ÇÍ ÆÏÊ ÕÐÕâéÕÎÎÒ ÐÓÊ ÆÏÊ ÈÐÒ Ê ÐÈ ÇÍ ÆÏÊ ÓÊÈÆ Îß ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ Þ �ÏÊ

ÇÍÑÎÒÊ Îß ÆÏÊ ÕÐÕâéÕÎÎÒÊÓÈ ÇÈ
yB(θB) = pyL(θB)+(1−p)yH(θB)

ã ÉÏÊÓÊ
yi(θB)

ÇÈ àÇØÊÍ
Õâ î¡ó Þ �ÏÊ ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒ Ê ÇÍ ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ ÇÈ

Ȳ = (1 − γ)ȲNB + γyB(θB)
ã ÉÏÊÓÊ

ȲNB

ÇÈ ÆÏÊ ÐØÊÓÐàÊ ÇÍÑÎÒÊ Îß ÍÎÍéÕÐÕâéÕ ÎÎÒ ÊÓÈ Þ ÝÇÍÑÊ
θH(τ) < θL(τ)

ã ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ
Ð ÆÐ×

τ
ã
Φ(τ, θB)

ÐÈ Ð ßÖÍÑÆÇÎÍ Îß
θB

ã ÇÈ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÊÔ ÇÍ ÎÍÊ Îß ÆÏÓÊÊ ÓÊàÇÒ ÊÈ ã ÔÇçÊÓÇÍà
ÇÍ ÆÏÊ ßÓÐÑÆÇÎÍ Îß ÕÐÕâéÕÎÎÒÊÓÈ ÉÏÎ ÈÖÛÛÎÓÆ ÏÇàÏÊÓ ÆÐ×ÊÈ ã

Γ(τ, θB)
Þ

Φ(τ, θB) = (1 − γ) [pθL(τ, θB) + (1 − p)θH(τ, θB)] + γΓ(τ, θB)
î¡#ó

ÉÏÊÓÊ

Γ(τ, θB) =



























1
ªX

θB ≤ θH(τ, θB)

p
ªX

θH(τ, θB) ≤ θB ≤ θL(τ, θB)

0
©³¨ ®¯§ ª« ®

�ÏÊ ßÖÍÑÆÇÎÍ
Γ

ÔÊÈÑÓÇÕ ÊÈ ÆÏÓÊÊ ÛÏÐÈÊÈ ÇÍ ÆÏÊ ÕÐÕâéÕÎÎÒ èÈ ÊçÊÑÆ ÎÍ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ
ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ ÅÍ ÇÆÇÐËËâã ÆÏÊ ÕÐÕâéÕÎÎÒ ÒÐâ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÎÓ ÔÊÑÓÊÐÈÊ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ
ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ã ÈÇÍÑÊ

yB(0) < Ȳ
îÑß Þ ÆÏÊ ÑÐÈÊ É ÇÆÏ Ð àÓÎÖÛ Îß Û ÊÓÒ ÐÍÊÍÆËâ ÛÎÎÓó Þº8

' ÊÍÊÓÐËËâã ÐÈ ËÎÍà ÐÈ ÍÎ ÕÐÕâéÕÎÎÒÊÓ ÇÈ Ð Ò ÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ ã ÆÏÊÇÓ ÓÇÈÇÍà ÇÍÑÎÒÊÈ ÇÍÑÓÊÐÈÊ
ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÎØÊÓ ÆÇÒ Ê Þ ÷È

θB

ÓÊÐÑÏÊÈ
θi

ã ÈÎÒ Ê ÕÐÕâéÕÎÎÒÊÓÈ Õ ÊÑÎÒÊ
û:���s wzu �r srru }pq {�r wzsr ��ru θH(τ) > 0 �� v� rqru{�z{�u� ���� ��{� qrst rw{ {p γ � �r {�ru�z�r

∂Φ

∂γ
=

1

2(1 − γ)
− (1 − γ)

(

ȲNB − yB(θB)
)

[

p
∂θL

∂Ȳ
+ (1 − p)

∂θH

∂Ȳ

]

���w� �s tps�{��r �} ȲNB − yB(θB) �s up{ {pp �zq�r ��{ | z� p{�rq� �sr � r ur�z{��r �

¡%



ÒÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓÈ ã ÐÍÔ ÓÊÒ ÐÇÍ ÈÎ ßÎÓ ÐÍ ÇÍÆÊÓØÐË Îß ÆÇÒ Ê Þ î÷Í ÎÓÔÇÍÐÓâ ØÎÆÊÓ ÇÈ ÎÍËâ Ð
ÒÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ ßÎÓ ÐÍ ÇÍÈÆÐÍÆ Õ ÊßÎÓÊ Õ ÊÇÍà ÓÊÛËÐÑÊÔ Õâ Ð ÈËÇàÏÆËâ âÎÖÍàÊÓ ØÎÆÊÓ Þ ôâ
ÑÎÍÆÓÐÈÆ ÕÐÕâéÕÎÎÒÊÓÈ ÓÊÒ ÐÇÍ ÒÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ ßÎÓ ÐÈ ËÎÍà ÐÈ ÇÆ ÆÐÌÊÈ ÆÎ ÓÊÛËÐÑÊ ÆÏÊ
ÉÏÎËÊ àÓÎÖÛó Þ �ÖÓÇÍà ÆÏÇÈ ÆÇÒ Ê ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÆÐ×ÐÆÇÎÍ ÒÖÈÆ ÔÊÑÓÊÐÈÊ Þ ÝÇÍÑÊ ÆÏÊÓÊ
ÐÓÊ ÐÆ ÒÎÈÆ ÆÉÎ ÆÏÓÊÈÏÎËÔÈ ã

θH

ÐÍÔ
θL

ã Ð ÕÐÕâéÕÎÎÒ ÑÐÍ ÑÓÊÐÆÊ ÎÍÊ ÎÓ ÆÉÎ 0ÑâÑËÊÈ1
É ÇÆÏ ÇÍÑÓÊÐÈÇÍà ÐÍÔ ÆÏÊÍ ÔÊÑÓÊÐÈÇÍà ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ PÎÆÊ ÆÏÐÆ ÆÏÊ Ê×ÆÊÍÆ
ÆÎ ÉÏÇÑÏ ÆÏÇÈ ÆÓÐÍÈËÐÆÊÈ ÇÍÆÎ ÑÎÓÓÊÈÛÎÍÔÇÍà ØÐÓÇÐÆÇÎÍÈ ÇÍ ÆÏÊ ÆÐ× ÓÐÆÊ ÔÊÛ ÊÍÔÈ ÎÍ ÆÏÊ
ßÓÊáÖÊÍÑâ Îß ÊËÊÑÆÇÎÍÈ ã Ç ÞÊ Þã

δ
Þ ë ÇàÖÓÊ  ÇËËÖÈÆÓÐÆÊÈ Ð ÑÐÈÊ É ÇÆÏ

δ = 0
Þ

BCDEF> q @JLEM N>F>

PÎÉ ã ËÊÆ ÖÈ ÑÎÍÈÇÔÊÓ Ð ÈÇÒÛËÊ ÍÖÒ ÊÓÇÑÐË Ê×ÐÒÛËÊ ÑÎÍÑÊÓÍÇÍà ÆÏÊ ÆÇÒ ÇÍà Îß ÆÏÊ îÈÊÑÎÍÔó
Û ÊÐÌ Îß ÉÊËßÐÓÊ ÈÆÐÆÊ ÈÛ ÊÍÔÇÍà ã ÉÏÊÓÊ ÉÊ ÆÐÌÊ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ÇÍÆÎ ÐÑÑÎÖÍÆ Þ ÝÖÛÛÎÈÊ ÐàÊÍÆÈ
ØÎÆÊ Õ ÊÆÉÊÊÍ ÆÏÊ ÐàÊÈ Îß ñò ÐÍÔ ùò âÊÐÓÈ ÐÍÔ ÓÊÆÇÓÊ ÐÆ ;ò Þ 
 ÎÓÊÎØÊÓ ã ÈÖÛÛÎÈÊ îÆÏÊ
ÛÐÓÐÒÊÆÊÓÈ ÐÓÊ ÈÖÑÏ ÆÏÐÆó ÐËË

H
éÆâÛ ÊÈ ã ÇÍÑËÖÔÇÍà ÓÊÆÇÓÊÊÈ ã ØÎÆÊ ßÎÓ ËÎÉÊÓ ÆÐ×ÊÈ ã ÉÏÇËÊ

ÓÊÆÇÓÊÔ
L
éÆâÛ ÊÈ ØÎÆÊ ßÎÓ ÏÇàÏÊÓ ÆÐ×ÊÈ Þ Åß ÉÊ ÐÕÈÆÓÐÑÆ ßÓÎÒ ßÎÓÉÐÓÔéËÎÎÌÇÍà ÕÊÏÐØÇÎÓ Îß

L
éÆâÛ ÊÈ ÐÛÛÓÎÐÑÏÇÍà ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ ã ÉÊ ÑÐÍ ÐÛÛÓÎ× ÇÒ ÐÆÊ ÆÏÊ ÑÎÍÔÇÆÇÎÍ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÇÍà ÆÏÊ

ÐàÊ Îß ÆÏÊ Ò ÊÔÇÐÍ
L
éØÎÆÊÓ Õâ

60 − 20

60
p θL +

80 − 60

60
p = 0.5

ÉÏÊÓÊ ÆÏÊ 	 ÓÈÆ ÆÊÓÒ ÓÊìÊÑÆÈ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÏÇàÏÊÓ ÆÐ×ÊÈ ßÓÎÒ ÇÍÔÇØÇÔÖÐËÈ ÇÍ ÉÎÓÌÇÍà
ÐàÊ ÐÍÔ ÆÏÊ ÈÊÑÎÍÔ ÆÊÓÒ ÆÏÐÆ ßÓÎÒ ÓÊÆÇÓÊÔ

L
éÆâÛ ÊÈ Þ ÝÖÛÛÎÈÊ 	ÍÐËËâ ÆÏÐÆ

p = 0.8
ã

ÇÒÛËâÇÍà ÆÏÐÆ
θL ' 0.44

Þ �ÏÇÈ ÆÓÐÍÈËÐÆÊÈ ÇÍÆÎ Ð ÛÏâÈÇÑÐË ÐàÊ Îß
20 + 60 · 0.44 = 46.4âÊÐÓÈ Þ Åß ÆÏÊ ÕÐÕâéÕÎÎÒ ÕÊàÐÍ ÇÍ ¡%(# ã ÆÏÊÍ ÉÊËßÐÓÊ ÈÆÐÆÊ ÈÛ ÊÍÔÇÍà ÉÎÖËÔ ÏÐØÊ

ÛÊÐÌÊÔ ÇÍ ¡%% ¡Þ Ù ÏÇËÊ ÆÏÇÈ ËÐàÈ ÈÎÒ ÊÉÏÐÆ Õ ÊÏÇÍÔ ÆÏÊ ÆÐ× ÓÊßÎÓÒ È ÐÍÔ ÆÏÊ ÓÊÆÓÊÐÆÈ ÇÍ
ÚÖÓÎÛÊÐÍ ÉÊËßÐÓÊ ÈÆÐÆÊÈ ã ÆÏÊÓÊ ÐÓÊ ÎÕØÇÎÖÈËâ Ò ÐÍâ ßÐÑÆÎÓÈ ÍÎÆ ÐÑÑÎÖÍÆÊÔ ßÎÓ ÇÍ ÆÏÇÈ
Ê×ÐÒÛËÊ Þ ëÎÓ ÇÍÈÆÐÍÑÊ ã ÆÏÊ ÛÓÊÈÊÍÑÊ Îß ÉÎÓÌÇÍà ÛÎÎÓ ã ÎÓ ÐÍ ÊÐÓËÇÊÓ ÊçÊÑÆÇØÊ ÓÊÆÇÓÊÒ ÊÍÆ
ÐàÊ ã ÉÎÖËÔ ÆÊÍÔ ÆÎ ÈÏÇßÆ ÆÏÊ Û ÊÐÌ âÊÐÓ ÕÐÑÌ ÇÍ ÆÇÒ Ê Þ �ÐÌÇÍà ßÎÓÉÐÓÔéËÎÎÌÇÍà ÕÊÏÐØÇÎÓ
ÇÍÆÎ ÐÑÑÎÖÍÆ ÉÎÖËÔ ÐËÈÎ ÏÐØÊ ÆÏÇÈ ÊçÊÑÆ Þ ôâ ÑÎÍÆÓÐÈÆ ã Ð ÏÇàÏÊÓ

p
ÉÎÖËÔ ÏÐØÊ ÆÏÊ

ÎÛÛÎÈÇÆÊ ÊçÊÑÆ Þ

ñò
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�ÏÊ ÒÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ ÒÎÔÊË ÇÍ ÇÆÈ Ò ÎÈÆ ÍÐÓÓÎÉ ßÎÓÒ ÏÐÈ ÍÎÆ Õ ÊÊÍ ÊÍÆÇÓÊËâ ÈÖÑÑÊÈÈßÖ Ë ÇÍ
Ê×ÛËÐÇÍ ÇÍà ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ Ú×ÆÊÍÔÊÔ ØÊÓÈÇÎÍÈ Îß ÆÏÊ ÒÎÔÊË ÈÊÊÒ ÆÎ ÛÊÓßÎÓÒ ÕÊÆÆÊÓ
îÈÊÊ Ê Þà Þ ôõÍÐÕÎÖ ð öÌ ã ñòò ¡ã ÉÏÎ ÑÎÍÈÇÔÊÓ Ò ÎÕÇËÇÆâã ÐÍÔ ïÐäÇÍ ã ÝÐÔÌÐ ð ÝÉÐàÊË ã
ñòòñ ã ÉÏÎ ÑÎÍÈÇÔÊÓ Õ ÊÆÉÊÊÍéàÓÎÖÛ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ó Þ

ÅÍ ÆÏÇÈ ÛÐÛÊÓ ÉÊ ÏÐØÊ Ê×ÐÒ ÇÍÊÔ ÏÎÉ ÇÍÑÎÒÊ ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÇÍÑÎÒ Ê ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÇÍÆÊÓé
ÐÑÆ ÇÍ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÇÍà ÇÍÑÎÒÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÇÍ Ð ÒÎÔÇ	ÊÔ ÒÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ ÒÎÔÊË Þ 
 ÎÕÇËÇÆâ
ÐÍÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÑÐÍ ÐÓÇÈÊ ÇÍ ÔÇçÊÓÊÍÆ ÉÐâÈ ã Ê Þà Þã Ò ÎÕÇËÇÆâ Ò Ðâ ÔÇçÊÓ Õ ÊÆÉÊÊÍ àÓÎÖÛÈ ã
ÐÍÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÑÐÍ Ê× ÇÈÆ Õ ÊÆÉÊÊÍ àÊÍÊÓÐÆÇÎÍÈ ÐÈ ÉÊËË ÐÈ Õ ÊÆÉÊÊÍ àÓÎÖÛÈ Þ �ÏÊ ÒÎÔÊË
ÈÏÎÉ È ÆÏÐÆ ÆÏÊ ÊçÊÑÆÈ Îß ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÎÍ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÐÓÊ
ÍÎÆ ÖÍÇßÎÓÒ ÕÖÆ ÔÊÛÊÍÔ ÎÍ ÆÏÊ ÔÊÆÊÓÒ ÇÍÐÍÆÈ Îß ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÇÍÊáÖÐËÇÆâÞ ëÎÓ Ê×ÐÒé
ÛËÊ ã ÏÇàÏÊÓ Ò ÎÕÇËÇÆâ ÇÍ ËÎÉéÈÌÇËËÊÔ àÓÎÖÛÈ ÓÊÔÖÑÊÈ ÆÏÊ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ã ÉÏÇËÊ
ÏÇàÏÊÓ ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÒÎÍà ÆÏÊ ÏÇàÏéÈÌÇËËÊÔ ÏÐÈ ÆÏÊ ÎÛÛÎÈÇÆÊ ÊçÊÑÆ Þ ÷ ËÈÎ ã Ð É ÇÔÊÓ ÇÍÑÎÒÊ
àÐÛ ÕÊÆÉÊÊÍ ÊÔÖÑÐÆÇÎÍÐË àÓÎÖÛÈ ÆÊÍÔÈ ÆÎ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ ÕÖÆ ÐÍ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ
ÆÏÊ ÍÖÒÕÊÓ Îß ÉÎÓÌÇÍà ÛÎÎÓ ÑÐÍ ËÊÐÔ ÆÎ ËÊÈÈ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ

ÙÊ ÐËÈÎ Ê×ÐÒ ÇÍÊ ÆÏÊ ÆÓÐÔÇÆÇÎÍÐË ÑÎÒÛÐÓÇÈÎÍ ÕÊÆÉÊÊÍ ÆÏÊ ÑÖÓÓÊÍÆ Ò ÊÐÍ ÐÍÔ Ò ÊÔÇÐÍ
ÇÍÑÎÒÊÈ ÇÍ ÆÏÊ ÛÎÛÖËÐÆÇÎÍ ÇÍ ÆÏÊ ÑÎÍÆÊ×Æ Îß ÎÖÓ ÒÎÔÊË ã ÐÍÔ 	ÍÔ ÆÏÐÆ ÈÖÑÏ ÑÎÒÛÐÓé
ÇÈÎÍÈ ÐÓÊ ÖÍÇÍßÎÓÒ ÐÆÇØÊ ÐÕÎÖÆ ÆÏÊ Û ÎËÇÆÇÑÐË ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇÎÍ Þ 
 ÎÓÊÎØÊÓ ã ÉÊ
ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÆÏÊ ÊçÊÑÆ Îß ÆÏÊ ËÊÍàÆÏ Îß ÊËÊÑÆÎÓÐË Û ÊÓÇÎÔÈ Þ ÝÏÎÓÆ Û ÊÓÇÎÔÈ ÐÑÑÊÍÆÖÐÆÊ ÆÏÊ
ÓÊÔÇÈÆÓÇÕÖÆÇØÊ ÑÎÍìÇÑÆ Õ ÊÆÉÊÊÍ àÊÍÊÓÐÆÇÎÍÈ ÉÏÇËÊ ËÎÍà ÛÊÓÇÎÔÈ Ò ÐÌÊ ÆÏÊ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ
ÆÐ× ÓÐÆÊ ÒÎÓÊ ÈÊÍÈÇÆÇØÊ ÆÎ Õ ÊÆÉÊÊÍéàÓÎÖÛ ÇÍÊáÖÐËÇÆâÞ ÷ Ò Ð* ÎÓÇÆâ ØÎÆÊ ÎÍ ÆÏÊ Û ÊÓÇÎÔ
ËÊÍàÆÏ Ò ÇÍÇÒ ÇäÊÈ ÆÏÊ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ ÆÐ× ÓÐÆÊ ã ÆÎ ÆÏÊ ÔÊÆÓÇÒ ÊÍÆ Îß ËÎÉéÈÌÇËËÊÔ ØÎÆÊÓÈ Þ

ÙÊ Õ ÊËÇÊØÊ ÆÏÐÆ ÇÆ ÉÎÖËÔ ÕÊ ØÐËÖÐÕËÊ ÆÎ ÈÆÖÔâ ÆÏÊÈÊ ÇÈÈÖÊÈ ÊÒÛÇÓÇÑÐËËâã ÐÈ ÒÎÓÊ ÑÎÒ é
ÛÐÓÐÕËÊ ÑÓÎÈÈéÑÎÖÍÆÓâ ÔÐÆÐ ÎÍ ÒÎÕÇËÇÆâ ÐÍÔ ÊÐÓÍÇÍàÈ ÇÍ ÔÇçÊÓÊÍÆ ÊÔÖÑÐÆÇÎÍÐË àÓÎÖÛÈ
Õ ÊÑÎÒÊÈ ÐØÐÇËÐÕËÊ Þ öÖÓ ÐÔÒ ÇÆÆÊÔËâ ØÊÓâ ÓÎÖàÏ ÊÒÛÇÓÇÑÐË ÇËËÖÈÆÓÐÆÇÎÍ ÇÈ ÈÎÒ ÊÉÏÐÆ
ÊÍÑÎÖÓÐàÇÍà ÇÍ ÆÏÇÈ ÓÊÈÛ ÊÑÆ Þ

ñ ¡
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RFLL° L° R FLSLTCMCLH m t �ÏÊ ÊçÊÑÆ ÎÍ
θi

Îß ÇÍÑÓÊÐÈÊÔ ÒÎÕÇËÇÆâ ÌÊÊÛÇÍà
ȳi

ÑÎÍÈÆÐÍÆ
ÇÈ ∂θi

∂bi

∣

∣

∣

dȲ =0
= ∂θi

∂bi

− 1
2

∂θi

∂ai

ã ÉÏÇÑÏ ÇÈ ÔÊÓÇØÊÔ Õâ ÔÇçÊÓÊÍÆÇÐÆÇÍà ÆÏÊ ÆÏÓÊÈÏÎËÔ
θi(τ)s

É ÇÆÏ
ÓÊÈÛ ÊÑÆ ÆÎ

bi

ÉÏÇËÊ ÇÒÛÎÈÇÍà
dȳi = dai + 1

2
dbi = 0

Þ ÝÇÍÑÊ
Ȳ

ÓÊÒ ÐÇÍÈ ÑÎÍÈÆÐÍÆ ã ÆÏÊ
ÆÏÓÊÈÏÎËÔ ÐàÊ Îß ÆÏÊ ÎÆÏÊÓ ÆâÛ Ê ÇÈ ÍÎÆ ÐçÊÑÆÊÔ ÐÍÔ ∂Φ

∂bi

∣

∣

∣

dȲ =0

ÏÐÈ ÆÏÊ ÈÐÒ Ê ÈÇàÍ ÐÈ
∂θi

∂bi

∣

∣

∣

dȲ =0

Þ �ÏÇÈ ÐËÈÎ àÇØÊÈ ÖÈ ÆÏÊ ÈÇàÍ Îß ÆÏÊ ÊçÊÑÆ ÎÍ
τ ∗

î ∂τ∗

∂bi

∣

∣

∣

dȲ =0
= − ∂Φ

∂bi

∣

∣

∣

dȲ =0
/∂Φ

∂τ

ó ã
ÈÇÍÑÊ

Φ
ÇÈ ÈÆÓÇÑÆËâ ÔÊÑÓÊÐÈÇÍà ÇÍ

τ
Þ

�ÏÊ ÛÐÓÆÇÐË ÔÊÓÇØÐÆÇØÊÈ Îß ÆÏÊ
θi(τ)

È îÊ×ÛÓÊÈÈÇÎÍ î%óó ÔÊÛ ÊÍÔ ÎÍ ÉÏÊÆÏÊÓ ÆÏÊ ÐàÊ
Îß ÆÏÊ ÆÏÓÊÈÏÎËÔ ÐàÊÍÆ ÇÈ ÐÕÎØÊ ÎÓ Õ ÊËÎÉ

1− δ
Þ Ú×ÑËÖÔÇÍà

θL = 0
ÈÇÍÑÊ

θL(τ ∗) > 0
ßÎÓ

τ ∗ ≥ 0
ÆÏÊ ÛÐÓÆÇÐË ÔÊÓÇØÐÆÇØÊÈ ÐÓÊ

∂θL

∂aL

=

{

(1−ρτ)p
bL

− 1
bL

2(1−ρτ)p
bL

− 2
bL

∂θH

∂aH

=

{

0
(1−ρτ)(1−p)

bH

− 1
bH

∂θL

∂bL

=

{

1
bL

[ (1−ρτ)p
2

− δ
2
] − θL(τ∗)

bL

2
bL

[ (1−ρτ)p
2

− 1
2
] − θL(τ∗)

bL

∂θH

∂bH

=

{

0
1

bH

[ (1−ρτ)(1−p)
2

− δ
2
] − θH(τ∗)

bH

æÊÍÑÊ ã
∂θL

∂bL

∣

∣

∣

dȲ =0
=

{ 1
bL

(

1
2
− δ

2
− θL(τ∗)

)

< 0
2
bL

(

1
2
− 1

2
− θL(τ∗)

)

< 0
∂θH

∂bH

∣

∣

∣

dȲ =0
=

{

0
1

bH

(

1
2
− δ

2
− θH(τ∗)

)

> 0

ÉÏÇÑÏ àÇØÊÈ ÆÏÊ ÓÊÈÖËÆ Þ
÷ ÛÓÎÛÎÓÆÇÎÍÐË ÑÎÒÛÊÍÈÐÆÊÔ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ

bL

ÐÍÔ
bH

ÇÈ ÔÊ	ÍÊÔ ÐÈ ÐÍ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ
β

ÐÍÔ
Ð ÓÊÔÖÑÆÇÎÍ ÇÍ

αL

ÐÍÔ
αH

ÈÖÑÏ ÆÏÐÆ
ȳi = αiai + βbi

ã ÐÍÔ ÑÎÍÈÊáÖÊÍÆËâ ÐËÈÎ
Ȳ

ã ÓÊÒ ÐÇÍ
ÑÎÍÈÆÐÍÆ Þ �ÏÖÈ ã ∂αi

∂β
= −1

2
bi

ai

Þ ÙÊ ÊØÐËÖÐÆÊ ∂θi

∂β

ÐÆ
αi = β = 1

Þ ÷àÐÇÍ Ê×ÑËÖÔÇÍà
θL = 0

ã
∂θL

∂β
= {1−δ

2
− θL,−θL}

ã ÉÏÇÑÏ ÇÈ ÍÊàÐÆÇØÊ ÇÍ ÕÎÆÏ ÑÐÈÊÈ ã ÐÍÔ ∂θH

∂β
= {0, 1−δ

2
− θH}

Þ
�ÏÊÍ ∂Φ

∂β
= p∂θL

∂β
+ (1 − p)∂θH

∂β
< 0

ÇÍ ÐËË ÑÐÈÊÈ ÈÇÍÑÊ
pθL + (1 − p)θH = 1

2

Þ
�

RFLL° L° RFLSLTCMCLH q t �ÏÊ ÊçÊÑÆÈ ÎÍ
τ

ÐÓÊ ÔÊÓÇØÊÔ ÇÒÛËÇÑÇÆËâ ßÓÎÒ
Φ(τ ∗) ≡ 0.5.ÝÇÍÑÊ

Φ
ÇÈ ÈÆÓÇÑÆËâ ÔÊÑÓÊÐÈÇÍà ÇÍ

τ
ã ÆÏÊ ÊçÊÑÆ ÎÍ

τ ∗
Îß Ð ÑÏÐÍàÊ ÇÍ

ai

ÏÐÈ ÆÏÊ ÈÐÒ Ê ÈÇàÍ
ÐÈ ∂Φ

∂ai

= p∂θL

∂ai

+ (1 − p)∂θH

∂ai

ÊØÐËÖÐÆÊÔ ÐÆ
τ ∗

Þ ÅÍ ÐÔÔÇÆÇÎÍ ÆÎ ∂θL

∂aL

ÐÍÔ ∂θH

∂aH

ã à ÇØÊÍ ÇÍ ÆÏÊ
ÐÕÎØÊ ÛÓÎÎß ã ÉÊ ÐËÈÎ ÍÊÊÔ ã

∂θH

∂aL

=

{

0
(1−ρτ)p

bH

− 1
bH

∂θL

∂aH

=

{

(1−ρτ)(1−p)
bL

2(1−ρτ)(1−p)
bL

ññ



ÈÇÍÑÊ
Ȳ

ÇÈ ÍÎÆ ÑÎÍÈÆÐÍÆ Þ ëÎÓ ÊÐÑÏ Îß ÆÏÊ ÑÎÒÛÐÓÐÆÇØÊ ÈÆÐÆÇÑ ÊçÊÑÆÈ ÆÏÊÓÊ ÐÓÊ ßÎÖÓ
ÛÎÈÈÇÕËÊ ÑÐÈÊÈ 9

θL(τ ∗) ≤ 1 − δ
ÐÍÔ

θH(τ ∗) = 0 ± θL(τ ∗) ≤ 1 − δ
ÐÍÔ

θH(τ ∗) > 0 ±
θL(τ ∗) > 1 − δ

ÐÍÔ
θH(τ ∗) = 0 ± θL(τ ∗) > 1 − δ

ÐÍÔ
θH(τ ∗) > 0

Þ ÙÊ ÑÎÒÛÖÆÊ ∂Φ
∂ai

ßÎÓ
ÊÐÑÏ ÑÐÈÊ ã ÖÈÇÍà

Φ(τ ∗) ≡ 0.5
ã ÐÈÈÖÒÛÆÇÎÍÈ î÷ ¡ó é î÷  ó ÐÍÔ åÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ ¡Þ �ÏÊ ÊçÊÑÆÈ

Îß ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ
ai

ßÎÓ ÊÐÑÏ ÑÐÈÊ ÐÓÊ ËÇÈÆÊÔ ÕÊËÎÉ Þ
îø ¡ó ∂Φ

∂aL

= p

bL

[(1 − ρτ)p − 1] < 0îøñó ∂Φ
∂aL

= p

bL

[

(1 − ρτ)
(

p + bL

bH

(1 − p)
)

− 1
]

< 0îø ó ∂Φ
∂aL

= 2p

bL

[(1 − ρτ)p − 1] < 0îø( ó ∂Φ
∂aL

= p

bL

[

(1 − ρτ)
(

2p + bL

bH

(1 − p)
)

− 2
]

< 0îæ ¡ó ∂Φ
∂aH

= p

bL

(1 − ρτ)(1 − p) > 0îæ ñó ∂Φ
∂aH

= 1−p

bH

[

(1 − ρτ)
(

bH

bL

p + (1 − p)
)

− 1
]

> 0îæ  ó ∂Φ
∂aH

= 2p

bL

(1 − ρτ)(1 − p) > 0îæ(ó ∂Φ
∂aH

= 1−p

bH

[

(1 − ρτ)
(

2 bH

bL

p + (1 − p)
)

− 1
]

> 0

ÉÏÊÓÊ æñ ÐÍÔ æ( ßÎËËÎÉ ÈÇÍÑÊ åÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ ¡ îÇÇó ã
θL(τ ∗) > 0.5

ã ÇÒÛËÇÊÈ ÆÏÐÆ
(1 − ρτ)[pbH

bL

+ (1 − p)] > ȳL

Ȳ

[pbH−(1−p)bL]
bL

= ȳL

bL

[p(bH−bL)+bL]
[ȳL+(1−p)∆ȳ]

> 1ÈÇÍÑÊ Õâ î÷ ¡ó ÐÍÔ î÷ñó
p(bH − bL) > ∆ȳ

Þ
�

RFLL° L° RFLSLTCMCLH r t UªV ëÎÓ
δ > 0

ÐÍÔ
τ = 0

ã î%ó ÇÈ àÇØÊÍ Õâ
θL(0) =

max
{

0, 1−p

bL

∆ȳ + 1−δ
2

, 21−p

bL

∆ȳ
} ÐÍÔ

θH(0) = max
{

0,− p

bH

∆ȳ + 1−δ
2

} Þ ÝÇÍÑÊ î÷ ñó
ÎÍËâ ÓÊáÖÇÓÊÈ

∆ȳ > 0
ã
Φ (0) = pθL(0) + (1 − p)θH(0) < 0.5

ßÎÓ ÐÍâ ÈÖí ÑÇÊÍÆËâ ÈÒ ÐËË
∆ȳ

Þ ôÖÆ Çß
δ = 0

ÆÏÊÍ
Φ(0) = 1

2
+ p(1 − p)∆ȳ

(

1
bL

− 1
bH

)

> 0.5
Þ UªªV ÝÖÛÛÎÈÊ

f(y)ÇÈ ÈÖÑÏ ÆÏÐÆ
τ ∗ > 0

ÐÍÔ
θH(τ ∗) = 0

Þ ÙÊ ÑÎÍÈÆÓÖÑÆ
f(y)′

ßÓÎÒ
f(y)

Õâ ÑÎÒÛÊÍÈÐÆÊÔ
ÑÏÐÍàÊÈ ÇÍ

bi

Þ ÷ ÈÒ ÐËË ÑÎÒÛÊÍÈÐÆÊÔ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ
bL

î
bH

ó ÈÆÓÇÑÆËâ ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ îÔÊÑÓÊÐÈÊÈó
Ỹ

ã ÉÏÇËÊ
Ȳ

ÓÊÒ ÐÇÍÈ ÖÍÑÏÐÍàÊÔ ã Ç ÞÊ Þ
Ȳ ′ = Ȳ

Þ ÙÊ ÑÐÍ ÕÐËÐÍÑÊ ÑÎÒÛÊÍÈÐÆÊÔ ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ
ÇÍ

bL

ÐÍÔ
bH

ÈÎ ÆÏÐÆ
Ỹ ′ = Ỹ

Þ æÎÉÊØÊÓ ã åÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ ñ ÇÒÛËÇÊÈ
τ ∗ > τ ∗′

ã Ç ÞÊ Þ Ð ÑÎÍÆÓÐé
ÔÇÑÆÇÎÍ Þ 
 ÎÓÊÎØÊÓ ã ÐÍ ÐÔÔÇÆÇÎÍÐË ÈËÇàÏÆ ÇÍÑÓÊÐÈÊ ÇÍ

bH

âÇÊËÔÈ
Ȳ − Ỹ < Ȳ ′ − Ỹ ′

ÐÍÔ
τ ∗ > τ ∗′

Þ
�

RFLL° L° RFLSLTCMCLH s t � Çç ÊÓÊÍÆÇÐÆÇÍà ÇÒÛËÇÑÇÆËâ àÇØÊÈ

∂τ ∗

∂p
= −

∂Φ
∂p

∂Φ
∂τ

= −
p∂θL

∂p
+ (1 − p)∂θH

∂p
+ θL − θH

p∂θL

∂τ
+ (1 − p)∂θH

∂τ

.

ñ 



�ÏÊ ÈÊÑÎÍÔ ÔÊÓÇØÐÆÇØÊ ÑÐÍ ÕÊ É ÓÇÆÆÊÍ

∂2τ ∗

∂p2
= −

∂2Φ
∂p2

∂Φ
∂τ

− ∂Φ
∂p

∂2Φ
∂τ∂p

(∂Φ
∂τ

)2

ÐÍÔ ÇÈ ÍÊàÐÆÇØÊ ßÎÓ ∂Φ
∂p

= 0
ÈÇÍÑÊ ∂Φ

∂τ
< 0

ÐÍÔ ∂2Φ
∂p2 = 2(∂θL

∂p
− ∂θH

∂p
) < 0

îÈÊÊ Ê×ÛÓÊÈÈÇÎÍ
î%óó Þ

�

RFLL° L° R FLSLTCMCLH � t �ÏÊ ÊçÊÑÆ Îß
δ

ÎÍ
τ ∗

ÑÐÍ ÕÊ ÔÊÓÇØÊÔ ÇÒÛËÇÑÇÆËâ ßÓÎÒ
Φ(τ ∗) ≡ 0.5

9 ∂τ
∂δ

= −∂Φ
∂δ

/∂Φ
∂τ

Þ ÅÆ ÇÈ ÈÆÓÐÇàÏÆßÎÓÉÐÓÔ ÆÎ ÈÏÎÉ ã ÖÈÇÍà î%ó ã ÆÏÐÆ ÆÏÊ
ÔÊÍÎÒ ÇÍÐÆÎÓ ÇÈ ÈÆÓÇÑÆËâ ÍÊàÐÆÇØÊ ßÎÓ

θL(τ ∗, δ) > 0
ã ÉÏÇÑÏ ÇÈ ÆÓÖÊ ßÎÓ ÐÍâ

τ ∗ ≥ 0
Þ

ÝÇÒ ÇËÐÓËâã ÇÆ ÇÈ ÊÐÈâ ÆÎ ÈÊÊ ÆÏÐÆ ∂Φ
∂δ

≤ 0
É ÇÆÏ ÊáÖÐËÇÆâ ÎÍËâ Çß Õ ÎÆÏ

θL(τ ∗) > 1 − δ
ÐÍÔ

θL(τ ∗) = 0
ã ÉÏÊÍ ∂θL

∂δ
= ∂θH

∂δ
= 0

Þ
�

RFLL° L° �LFL��@F� At ëÇÓÈÆ ã ÆÏÊ ÊçÊÑÆ Îß
δ
ÎÍ ÆÏÊ

θi(τ
∗)

ÇÈ dθi

dδ
= ∂θi

∂δ
+ ∂θi

∂τ
∂τ
∂δ

.
ÝÊÑÎÍÔ ã

ÍÎÆÊ ÆÏÐÆ ∂Φ
∂δ

= p∂θL

∂δ
+(1−p)∂θH

∂δ
= 0

ÐÍÔ ÆÏÖÈ ÆÏÊ ÛÐÓÆÇÐË ÔÊÓÇØÐÆÇØÊÈ ßÎÓ ÆÏÊ ÔÇçÊÓÊÍÆ
ÆâÛ ÊÈ ÒÖÈÆ ÏÐØÊ ÎÛÛÎÈÇÆÊ ÈÇàÍÈ Þ ÙÊ ÍÎÉ ÊØÐËÖÐÆÊ dθi

dδ

ßÎÓ ÆÏÊ ÔÇçÊÓÊÍÆ ÑÐÈÊÈ ÆÏÐÆ ÑÐÍ
ÐÓÇÈÊ ÇÍ ÊáÖÐÆÇÎÍ î%ó Þ

ÝÇÍÑÊ
θL(τ ∗, δ) > 0

ÉÊ ÎÍËâ ÍÊÊÔ ÆÎ ÑÎÍÈÇÔÊÓ ÉÏÊÆÏÊÓ
θL(τ ∗) > 1 − δ

ÎÓ ÍÎÆ ã ÐÍÔ
ÉÏÊÆÏÊÓ

θH(τ ∗) = 0
ÎÓ ÍÎÆ Þ Åß

θH(τ ∗) = 0
ã ÆÏÊÍ dθH

dδ
= 0

ÉÏÇÑÏ ÇÒÛËÇÊÈ ÆÏÐÆ ÐËÈÎ
dθL

dδ
= 0

Þ Åß
θH(τ ∗) > 0

ÐÍÔ
θL(τ ∗) > 1 − δ

ÆÏÊÍ ∂θL

∂δ
= 0

ÐÍÔ ÆÏÖÈ dθL

dδ
> 0

ÐÍÔ
ÆÏÊÓÊßÎÓÊ dθH

dδ
< 0

Þ ëÇÍÐËËâã Çß
θH(τ ∗) > 0

ÐÍÔ
θL(τ ∗) ≤ 1 − δ

ã ÆÏÊÍ ∂θL

∂δ
= ∂θH

∂δ
= − δ

2ÕÖÆ ÈÇÍÑÊ ∂θL

∂τ
< ∂θH

∂τ
< 0

ÉÊ ÐàÐÇÍ ÏÐØÊ ÆÏÐÆ dθL

dδ
> 0

ÐÍÔ dθH

dδ
< 0

Þ
�

RFLL° L° �LFL��@F� m t �ÏÊ ËÇßÊéÆÇÒ Ê ÇÍÑÎÒ Ê ÐÈ Ð ßÖÍÑÆÇÎÍ Îß
δ

ÇÈ
Ῡi(τ

∗(δ), 0) =

(1−τ ∗(δ))ȳi+τ ∗(δ)(1− ρτ∗(δ)
2

)Ȳ
Þ �ÏÊ ÊçÊÑÆ Îß

δ
àÎÊÈ ÎÍËâ ØÇÐ

τ ∗
Þ ëÎÓ

τ ∗ > 0
ã ÑÎÍÔÇÆÇÎÍ

î&ó ÏÎËÔÈ É ÇÆÏ ÊáÖÐËÇÆâã Ç ÞÊ Þã
(1 − ρτ ∗)Ȳ − ȳL(θL) = 0

ÇÒ ÛËâÇÍà ÆÏÐÆ
∂ῩL/∂τ > 0

Þ
ôâ åÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ & ã

∂τ/∂δ ≤ 0
ÐÍÔ ßÎÓ ÈÖí ÑÇÊÍÆËâ ËÎÉ

δ
ÆÏÇÈ ÏÎËÔÈ ÈÆÓÇÑÆËâÞ ëÎÓ

H
é

ÆâÛ ÊÈ ã
ȳH > ȳH(θH)

ÐÍÔ ÆÏÖÈ ÉÊ ÏÐØÊ ÆÏÐÆ
∂ῩH/∂τ < 0

ã ÖÍËÊÈÈ
θH(τ) = 0

ÉÏÊÍ
∂ῩH/∂τ = 0

ã ÉÏÇÑÏ àÇØÊÈ ÆÏÊ ÓÊÈÖËÆ Þ
�

RFLL° L° RFLSLTCMCLH ¢ t
îÇó ëÎÓ ÈÖí ÑÇÊÍÆËâ ËÐÓàÊ

δ ∈ [0, 1)
ã
θH(τ ∗, δ) = 0

ÐÍÔ
θL(τ ∗, δ) ≥ 1 − δ

Þ �ÏÊ ÓÊÐÈÎÍ ÇÈ
ÆÏÐÆ ÕÎÆÏ

Ȳ − ȳH(0, δ)
ÐÍÔ

1 − δ − θL(τ ∗, δ)
ÔÊÑÓÊÐÈÊ Ò ÎÍÎÆÎÍÇÑÐËËâ ÇÍ

δ
ÐÍÔ ÊáÖÐË

ñ(



äÊÓÎ ßÎÓ Ð ÈÖí ÑÇÊÍÆËâ ËÐÓàÊ
δ
Þ æÊÍÑÊ ÆÏÊÓÊ Ê× ÇÈÆÈ Ð ËÎÉÊÈÆ

δ
ã
δ
ã ÈÖÑÏ ÆÏÐÆ

θH(τ ∗, δ) = 0ÐÍÔ
θL(τ ∗, δ) ≥ 1 − δ

Þ ôâ åÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ & ã
τ ∗

ÇÈ ÖÍÐçÊÑÆÊÔ Õâ ßÖÓÆÏÊÓ ÇÍÑÓÊÐÈÊÈ ÇÍ
δ
Þ

îÇÇó PÎÆÊ ÆÏÐÆ
∂ῩRL

i /∂τ ≤ ∂Ῡi/∂τ
ã ÉÏÊÓÊ ÈÆÓÇÑÆ ÇÍÊáÖÐËÇÆâ ÏÎËÔÈ ßÎÓ

θi < 1−δ
ÈÇÍÑÊ ÆÏÊ

ÓÊÒ ÐÇÍÇÍà ËÇßÊÆÇÒÊ ÆÏÊÍ Ê×ÑÊÊÔÈ
δ
Þ ëÖÓÆÏÊÓÒ ÎÓÊ ã ßÎÓ ÆÏÊ Ò ÊÔÇÐÍ ØÎÆÊÓ

∂Ῡi/∂τ = 0
ÐÆ

τ ∗
Þ æÊÍÑÊ ã Çß

θH(τ ∗) > 0
ÎÓ

θL(τ ∗) < 1− δ
ÉÊ ÏÐØÊ ÆÏÐÆ

∂ῩRL
i /∂τ < 0

ßÎÓ ÆÏÊ Ò ÊÔÇÐÍ
ØÎÆÊÓ ã ÉÏÎ ÆÏÊÍ ÛÓÊßÊÓÈ ÏÇàÏÊÓ

δ
îåÓÎÛÎÈÇÆÇÎÍ &ó Þ $ÎÍÈÊáÖÊÍÆËâã ÆÏÊ ÊáÖÇËÇÕÓÇÖÒ

δÒÖÈÆ Ê×ÑÊÊÔ
δ
Þ
�

RFLL° L° RFLSLTCMCLH ¥ t ÙÊ ÔÊÓÇØÊ ÆÏÊ ÊçÊÑÆ ÎÍ
θi

ÇÒ ÛËÇÑÇÆËâ ßÓÎÒ
(1−ρτ)Ȳ = ȳi(θ)

9

dθi

ddi

= −
∂ȳi

∂di

/

∂ȳi

∂θ

PÎÆÊ ÆÏÐÆ
∂ȳi/∂di > 0

ÐÍÔ
∂ȳi/∂θ = (ȳi(θ)− yi(θ))/(1− θ)

ã ÉÏÊÓÊ ∂ȳL

∂θ
> 0

ßÎÓ
θL(τ) ±

∂ȳL

∂θ
< 0

ßÎÓ
θR

L (τ)
ÐÍÔ ∂ȳH

∂θ
< 0

ßÎÓ
θR

H(τ)
ã ÈÇÍÑÊ ÆÏÊ ËÐÆÆÊÓ ÆÏÓÊÈÏÎËÔÈ ÐÓÊ ËÎ ÑÐÆÊÔ ÆÎ ÆÏÊ

ÓÇàÏÆ Îß ÆÏÊ Ò Ð×ÇÒ ÐË
ȳi(θ)

Þ �ÏÖÈ ÏÇàÏÊÓ
dL

ÓÊÔÖÑÊÈ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÏÇàÏÊÓ ÆÐ×ÊÈ ÐÒÎÍà
L
éØÎÆÊÓÈ ÉÏÇËÊ ÍÎÆ ÐçÊÑÆÇÍà

H
éØÎÆÊÓÈ ã ÐÍÔ ÏÇàÏÊÓ

dH

ÓÊÔÖÑÊÈ ÈÖÛÛÎÓÆ ßÎÓ ÏÇàÏÊÓ ÆÐ×ÊÈ
ÐÒÎÍà

H
éØÎÆÊÓÈ ÐÍÔ ÔÎÊÈ ÍÎÆ ÐçÊÑÆ

L
éØÎÆÊÓÈ Þ �ÏÇÈ ÇÒ ÛËÇÊÈ ÆÏÐÆ

τ ∗
ÔÊÑÓÊÐÈÊÈ ÇÍ

di

Þ
�

RFLL° L° RFLSLTCMCLH A¦ t �ÏÊ ÊçÊÑÆ Îß
r

ÎÍ
θi

ÑÐÍ ÕÊ ÔÊÓÇØÊÔ ÇÒÛËÇÑÇÆËâ ßÓÎÒ
(1 − ρτ)Ȳ = ȳi(θ)

9

dθi

dr
= −

(

(1 − ρτ)Ȳ
∂Ȳ

∂dr
−

∂ȳi

∂r

) /

∂ȳi

∂θ
.

PÎÆÊ ÆÏÐÆ
∂ȳi/∂θ = (ȳi(θ) − yi(θ))/(1 − θ)

ÇÈ Û ÎÈÇÆÇØÊ ÐÆ ËÎÉ ÆÏÓÊÈÏÎËÔÈ ÐÍÔ ÍÊàÐÆÇØÊ
ÐÆ ÏÇàÏ ã ÈÇÍÑÊ ÆÏÊ ÆÏÓÊÈÏÎËÔÈ ÒÖÈÆ Õ Ê ËÎ ÑÐÆÊÔ ÎÍ ÊÇÆÏÊÓ ÈÇÔÊ Îß ÆÏÊ Ò Ð× ÇÒ ÐË

ȳi(θ)
Þ

î
θH(0) = 0

ßÎÓ
δ = 1

ó Þ PÎÉ ã Çß ÉÊ Ê×ÛÐÍÔ ÆÏÊ ÍÖÒ ÊÓÐÆÎÓ ÉÊ àÊÆ

(1 − ρτ)(p(aL + bLr) + (1 − p)(aH + bHr)) −
1

1 − θ
(ai + bir).

�ÏÇÈ ÇÈ ÈÆÓÇÑÆËâ ÛÎÈÇÆÇØÊ ßÎÓ
H

éÆâÛ ÊÈ ÛÓÎØ ÇÍà ÆÏÊ 	ÓÈÆ ÑËÐÇÒ Þ ÝÇÍÑÊ 1
1−θ

(ai + bir)
ÇÈ

àÓÊÐÆÊÓ ÐÆ Ð ÏÇàÏÊÓ ÆÏÓÊÈÏÎËÔ ÆÏÐÍ ÐÆ Ð ËÎÉÊÓ ÎÍÊ ÇÆ ßÎËËÎÉ È ÆÏÐÆ Çß ÆÏÊ ÍÖÒ ÊÓÐÆÎÓ
ÇÈ ÍÊàÐÆÇØÊ ÐÆ ÆÏÊ ËÎÉÊÓ ÆÏÓÊÈÏÎËÔ ÆÏÊÍ ÆÏÇÈ ÇÈ ÐËÈÎ ÆÏÊ ÑÐÈÊ ÐÆ ÆÏÊ ÏÇàÏÊÓ ÆÏÓÊÈÏÎËÔ Þ
æÊÍÑÊ ã ÉÊ ÑÐÍ ÓÖËÊ ÎÖÆ ÆÏÐÆ

dθL/dr < 0
ÐÍÔ

dθR
L/dr < 0

Þ �ÏÊ ÎÆÏÊÓ ÑÐÈÊÈ ÑÐÍ ÎÑÑÖÓ Þ
�

ñ#
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Figure 1a: Age earnings profiles
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Figure 1b: The income distribution
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Figure 2: Threshold ages, current income and period income for L-
agents retiring at r.
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Figure 3: The tax rate as a function of the age of the baby-boom
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